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PREFAZIONE 


ALLE 


OPERE   MATEMATICHE   DI    FRANCESCO    BRIOSCHI. 


Ai    Lettori, 

Non  appena  si  spense  la  vita  di  Francesco  Brioschi,  i  professori  del 
R.  Istituto  tecnico  superiore,  da  lui  fondato  e  diretto  dal  1862  sino  al 
giorno  della  sua  morte,  e  numerosissimi  allievi,  amici  e  ammiratori  del- 
l'illustre scienziato,  costituita  una  Commissione  raccoglitrice,  apersero  una 
pubblica  sottoscrizione  per  onorarne  degnamente  la  memoria. 

Raccoltasi  in  brevissimo  tempo  una  somma  cospicua,  i  sottoscrittori 
la  affidarono  a  un  Comitato,  col  mandato  di  erogarla  in  quei  modi  che 
credesse  meglio  atti  a  onorare  e  ricordare  ai  posteri  il  nome  di  Fran- 
cesco Brioschi.  A  comporre  il  Comitato  furono  chiamati  i  Senatori  Gra- 
ziADio  Ascoli,  Eugenio  Beltra.mi,  Giuseppe  Colombo,  Luigi  Cremona, 
Gaetano  Negri  e  Giovanni  Schiaparelli. 

11  Comitato  stabilì  di  destinare  una  parte  della  somma  disponibile  a 
erigere  una  statua  di  bronzo  del  grande  matematico  nello  stesso  Istituto 
che  fu  creazione  sua,  e  a  collocare  due  lapidi  presso  l'Istituto  Lomkirdo 
di  Scienze  e  Lettere  e  il  Collegio  degli  Ingegneri  di  Milano  ;  un'altra  parte 
fu  destinata  all'acquisto  della  sua  biblioteca  ;  e  la  restante  parte  si  volle 
erogare  nella  pubblicazione  di  tutte  le  sue  opere  matematiche. 

Poiché  i  numerosi  scritti  matematici  di  Francesco  Brioschi  trovansi 
sparsi  in  diversi  periodici  scientifici,  parve  al  Comitato  che  potesse  essere 
di  grande  utilità  per  gli  studii  matematici  la  loro  riunione  in  una  pubbli- 
cazione unica.  A  quest'uopo  il  Comitato  delegò  ai  professori  Beltra.mi  e 
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Cremona  la  cura  di  raccogliere  gli  scritti,  di  ordinarli  e  di  provvedere 
alla  loro  revisione,  col  concorso  di  amici  volenterosi,  ai  quali  si  rendono 
qui  vivissime  grazie.  Sino  ad  oggi  il  materiale  predisposto  è  quello  dei 
primi  due  tomi,  e  revisori  sono  stati  i  professori  Cerruti,  Bianchi,  Ca- 
pelli, Gerbaldi,  Loria,  Pascal,  Pittarelli,  Reina  e  Tonelli.  11  pro- 
fessore Gerbaldi  ha  inoltre  fatto  la  seconda  e  definitiva  revisione  prece- 
dente la  stampa. 

Avendo  la  morte  rapito  immaturamente  alla  scienza  il  Senatore  Eu- 
genio Beltrami,  il  Comitato  lo  sostituì  col  Prof.  Valentino  Cerruti, 
che  porterà  l'opera  sua  nella  direzione  generale  della  pubblicazione  ;  e  per 
render  questa  piìi  sollecita  affidò  al  Prof.  Ernesto  Pascal  l'incarico  di 
raccogliere  e  ordinare  il  rimanente  materiale  e  di  fare  la  prima  revisione, 
mentre  il  Prof.  Gerbaldi  continuerà  ad  attendere  all'ultima  revisione  prima 
della  tiratura. 

L'edizione  è  stata  assunta  dal  Comm.  Ulrico  Hoepli  e  la  stampa 
dalla  Tipografia  Matematica  di  Palermo. 

L'ordine  col  quale  fu  iniziata  la  pubblicazione  non  è  né  l'ordine  cro- 
nologico, ne  l'ordine  per  materie  ;  si  è  stabilito,  invece,  di  disporre  le 
memorie  per  serie,  secondo  i  periodici  nei  quali  vennero  pubblicate,  co- 
minciando da  quelle,  che  sono  le  più  numerose,  pubblicate  negli  Annali 
di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche  compilati  da  Barnaba  Tortolini,  e  poi 
negli  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  che  ne  furono  la  continua- 
zione. Alla  fine  dell'opera  intera  si  provvederà  poi  a  dare  i  necessari  indici 
per  classificare  le  memorie  in  ordine  di  tempo  e  di  argomento,  accompa- 
gnandoli con  uno  studio  sulla  vita  scientifica  dell'Autore. 

Con  questa  pubblicazione  il  Comitato  crede  di  avere  bene  interpre- 
tato il  pensiero  dei  sottoscrittori,  sicuro  che  la  raccolta  degli  scritti  di 
Francesco  Brioschi  rimarrà  il  monumento  più  degno  alla  memoria  sua. 

Milano,  marzo  1901. 

Il  Presidente  del  Comitato 
per  le  onoraiize  a  Francesco  Brioschi  : 

G.   Colombo. 
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(Roma),  Reina  (Roma),  Tonelli  (Roma)  sono  rispettivamente  indicati  con  le  sigle 
[C],  [G.],  [L.],  [Pa.],  [Pi.],  [R.],  [Tn.]  apposte  alla  fine  di  ogni  Memoria. 


I. 

INTORNO  LA  INTEGRAZIONE  DI  UNA  EQUAZIONE 
ALLE  DERI\'ATE  DEL  SECOND'ORDINE. 


Annali  di  Sciente  ITat^natiche  e  FLtìrhP,  tomo  II  (1851),  pp.  497-502. 


Nel    volume  V  (1850),  p.  180,  del  «Cambridge  and  Dablin  Mathemarical  Journal» 
il  sig.  Malmstèn  ha  enunciato  il  seguente  teorema  : 

«  Affinchè  l'equazione  differenziale  lineare  djl  secondo  ordine 


«  sia  integrabile  col  mezzo  di  quadrature  indefinite  relative  ad  x,  è  necessario    e    soffi- 
ce dente  che  fra  r,  in,  s  abbia  luogo  la  relazione  : 


'  2  n  -\-  1 

«  essendo  ;;  un  numero  intero  qualunque  o  zero  »  *). 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  modificato  come  conviensi,    e   la   ricerca   del- 
l'integrale completo  dell'equazione  (i),  formano  lo  scopo  di  questa  Nota. 

Pongasi  nelle  equazioni  (i)  in  luogo  di  ^v  la  frazione  -^  ;  dopo  alcune  riduzioni 


*)  In  una  appendice  aggiunta  dal  sig.  Malmstèn  ad   una  sua  memoria  stampata  nel   «  Journal 

fùr  die  reine  und   angewandte   Mathematik  »,   t.  XXXIX    (1850),    pp.  108-11;,   trovasi  (pp.  114-iij) 
una  dimostrazione  di  questo  teorema. 

BRIOSCHI,    tomo    I.  * 


INTORNO    LA    INTEGRAZIONE    DI    UNA    EQUAZIONE    ALLE    DERIVATE,  ETC. 


onerremo  la 


11 


i(i-')  + 


-f  hx" 


quindi  facciasi  in  quest'ultima  ;^  =^  x^  ii,  ed  avremo 


dx' 


+  2a.v'-^4-a(a-i).v'-^« 


t(Ì--)  + 


+  (..v 


X    H. 


Alla    variabile    indipendente    .v   sostituiscasi   un'altra   variabile   legata   colla   prima    dalla 
equazione  .v  =  /';  otterremo  dopo  varie  riduzioni  : 


d'u 


d  li 


^  -  i-[(i  -  2a)c  -  i]'^  +  -^[a(a  -  i)  -  a]n  =  bri^—^-^u, 


dove 


«  =  i(i-) 


+  s. 


L'arbitrarieti  in  cui  ci  troviamo  rispetto  alla  determinazione  delle  a,  e  possiamo  ren- 
derla utile  giovandoci  di  essa  a  semplificare  la  equazione  superiore;  facciamo  a  que- 
st'uopo : 

(l  —  2  a)  e  —  1=0,  (ili  -{-  2)c  —  2  =  0, 


ossia 


;«  +  2  ' 


m 
4 


e  quella  equazione  si  ridurrà  alla 

(3)  dF  =  (^  +  T-}  "' 

essendo 

Ora  il  sig.  LiouviLLE  ha  dimostrato  *),  che  una  equazione  della  forma  della  (2) 
nella  quale  la  costante  ^  sia  essenzialmente  differente  dallo  zero,  potrà  essere  soddi- 
sfatta prendendo  per  u  una  funzione  di  /  esprimibile  per  mezzo  di  un  numero  limi- 
tato di  simboli  algebrici,  esponenziali,  e  logarimiici;  e  di  simboli  indicanti  integrazioni 
indefinite  relative  alla  variabile  /  ogni  qualvolta  B  sia  della  forma  ?/(;;-}- 1),  essendo 
Il  un  numero  intero  nullo  o  positivo. 

Dunque  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  perchè  l'integrale  completo  della  equa- 


•)  Journal  de  Mathémariqucs  puies  et  appliquées,  t.  VI  (i8.|i),  p.   15 
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zione  (i)  possa  esprimersi  col  mezzo  di  un  numero  finito    dei    simboli    suindicati,   ed 
anzi  col  mezzo  di  soli  simboli  algebrici  ed  esponenziali,  sarà  che 

da  cui  si  ha  facilmente 


(3)  m-\-  2  —  ±  -^ f    '    ^    . 

Questa  dà  appunto  il  teorema  di  Malmstén;  la  modificazione  di  cui  abbiamo  accennato 
consiste  nel  dover  essere  n  numero  intero  nullo  o  positivo,  non  già  intero  qualunque. 
Dalla  equazione  proposta  si  hanno,  ponendo  r  ed   s   eguali   a   zero,    od   s   ed    m 
nulle,  le  due  seguenti  : 

dx  ■'         dx-    '     X  dx  ■' 

La  prima  di  queste  è  la  equazione  del  Riccati    trasformata  col  metodo  di  Eulero,  e 

4.  Il 

la  formola  (0  ne  dà  tosto  il  conosciuto  criterio   ;«  == ^^— ; —  (;/  intero    nullo  o 

^■'  2  «  +  I 

positivo).  La  seconda,  nota  anch'essa,  può    integrarsi    mediante    integrazioni    indefinite 

ogni  qualvolta  r  sia  un  numero  pari  positivo  o  negativo  *). 

Allorquando  sia  la  sola  5  =  0,  cioè  per  la  equazione 

d^'y  r   dx  , 

dx     '     X  dx  ^ 

avremo  per  condizione  di  integrabilità  coi  mezzi  sopra  indicati: 

4{"±~'-) 

"  =  -       2»±I       ' 

e  per  5  =  r,  ossia  per  la  equazione 

dovrà  essere 

4{n±^r) 

in  = ^ . 

2  ?;  4-  I 

Per  r  =::  I ,  i  =  iS  è  =  —  i',  "/  =  0,  o  per  la  equazione 


•)  Journal  de  Mathématìques  pures  et  appliquées,  t.  IX  (1844),  p.  193;  t,  XI  (1846),  p.  340. 
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la  quale  riscontrasi  nella  ricerca  del  noto  integrale  definito  *) 

cos  i  (it  —  X  scn  u^d  II, 


l 


la  formola  (3)  dà 

Il  metodo  proposto  dal  sig.  Liouville  per  la  integrazione  delle  equazioni  giovan- 
dosi delle  derivate  ad  indice  qualunque  è  in  diietto  in  alcuni  casi  particolari  **).  Li 
prima  equazione  cui  il  sig.  Liouville  applica  il  suo  metodo  è  la 

(4)  i>nx'  +  «-V  +  i')^  +  ('/-v  +  0^  +  l'y  =  0, 

e  l'essenza  del  metodo  stesso  consiste  nel  porre  la  y  eguale  alla  derivata  ad  indice  [x  di  una 
quantità  :^;  la  qual  [j.  viene  poi  ad  essere  determinata  in  modo  che  soddisfi  alla  equazione 

in  [1.  (u.  -(-  I  )  —  (jiJ.  -\-  b  ^  0. 

Se  ora  supponcsi  111=^0,  tj  =  o,  n  =^  i,  p  =  o,  il  metodo  dei  sig.  Liouville  eviden- 
temente non  è  più  applicabile,  e  la  (4)  riducesi  alla 

d'y    ,     r  dy     .     b 

la  quale  è  un  caso  particolare  della  (i),  ed  il  criterio  per  la  integrabilità    di    esse   che 
ottiensi  dalla  (3)  ponendo  w  =;  —  i,  i  =  0  risulta  r  ^  +  T"  ih  -j)- 
La  seconda  equazione  considerata  dal  sig.  Liouville  è  la 

(t  +  7)S+(7  +  ^)^  +  ^-'  =  ". 

la  quale  riducesi  facilmente  alla  forma  della  (4)  ponendo  x  ^  —  ;  e  quindi  si  integra 

collo  stesso  metodo.  11  caso  particolare  di  w  =:  0,  ^  =  o  si  sottrae  anch'esso  al  metodo 
generale;  se  ponesi  inoltre  w  =  i,  si  ha  la 

d^y  r  dy         b 

che  ricavasi  dalla  (i)  ponendo    w;  =  —  3,   i  :=  0;  e  la  condizione  per  la  integrabilità 
è  in  questo  caso  r  =  +  (w  +  t)- 

La  integrazione  dell'equazione  (i),  e  quindi  quella  di  ciascuna  delle  altre  che 
abbiamo  sopra  ricliiamate  come  casi  particolari  della  medesima,  si   può    far   dipendere. 


*)  Journal  de  Mathcm.itiques  pures  et  appUquées,  t.  VI  (1841),  p.  56. 

••)  Journal  de  l'École  Polyteohnique,  t.  XIII  (1832),  cahicr  21,  pp.  163,  185. 
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dietro  quanto  abbiamo  veduto,  dalla  integrazione  dell'equazione  (2).  Quest'ultima  pel 
caso  di  5  =  «(«  -j-  i)  («  numero  intero  nullo  o  positivo)  fu  già  scopo  alle  ricerche 
di  sommi  geometri,  come  una  fra  quelle  che  presentansi  in  differenti  problemi  di  mec- 
canica celeste  e  di  fisica  matematica.  Legendre  pel  primo,  nelle  sue  ricerche  intorno 
le  densità  degli  strati  dello  sferoide  terrestre,  diede  senza  dimostrazione  l'integrale  com- 
pleto di  quella  equazione  *);  scoperta  alla  quale  accrebbe  importanza  l'applicazione  che 
ne  fece  Laplace  nella  sua  memoria  sulla  diminuzione  della  durata  del  giorno  pel  raf- 
freddamento della  terra  **).  Plana  e  Poisson  verificarono  il  risultato  di  Legendre 
seguendo  vie  affatto  differenti  ***). 

Posto  A  =  ir,  B  =  n(n  -\-  i),  l'integrale  completo  della  (2)  ù 

u  =  (a  e''  +  ^  e-"}  P-h  (a  e''  —  '^  r")  Q  , 
nella  quale 

p  =  J-  -1- Ji^Z-L -ÈL -L.      ("  —  -)("  — 3)       ^J'    I 

f      ■"  2  H  —  I   f    '    2.3(2  ;/  —  i)(-  "  —  3)  '"'"■' 

j_  ,1  —  2       _h^  _j_  (n—  3)  ("  —  4)  J^    I 

^       /"-'"*"  3(2;;  — i)/"-'     '     2.3.5(2H  — i)(2/i  —  3)("->  "^  ■■■ 

e  le  a,  ^  sono  le  due  costanti  arbitrarie.  Evidentemente  essendo  1';;  intero,  quel  valore 
di  II  consterà  di  un  numero  finito  di  termini;  la  dimostrazione  poi  del  sig.  Plana  come 
quella  di  PoissoN  includono  che  la  n  sia  inoltre  positiva  o  nulla.  Avendo  fatto 

avremo  reciprocamente,  rammentati  i  valori  di  e  ed  a', 

/  =  .V  -    ,  H  ^  V  X   ^    ; 

talché  sostimendo  si  otterrà  : 


n— 2 


y  x~^  =  (7.  e''  '    -j-  ^  6'-"'      )P  —  h{y.  e'-"       —  [i  e-''      )  Q; 
la  quale,  purché  si  ritenga 

\b,        h  =  ---t: --^— , 


rappresenta  l'integrale  completo  dell'equazione  (i). 
Pavia,  li  20  agosto  1S51. 


[G.,  Tn.]. 


*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences,  année   1789,  p.  409. 
**)  Connaissance  des  temps  pour  l'an  1823,  p.  245. 

•*•)  Memorie  deU'.\ccaderma  di  Torino,  t.  XXVI  (1821),  p.  519.  — Journal    de    l'École  Poly- 
technique,  t.  XII  (1823),  p.  216.—  Théoru  Matbétmtique  de  la   Chahur,  pp.   159,  364,  369,  etc. 


II. 

SULLE  EQUAZIONI  ALLE  DERRATE  ORDINARIE  E  LINEARI. 

(Lettera    al    prof.    B.    T  o  r  t  o  1  i  n  i). 


Aitnali  di  Scienze  Matematiclie  e  Fisicìiet  tomo  111  (1852),  pp.  269-273. 


Signor  Professore, 

Le  osservazioni  dirette  dal  prof.  Main.ardi  a  V.  S.  e  pubblicate  nel  fascicolo  del 
marzo  1852  di  questo  giornale  *),  vertendo  fra  le  altre  cose  intorno  ad  un  teorema 
del  sig.  Mal.mstén  dimostrato  dal  sig.  Tardy  **),  mi  determinarono  a  comunicarle  le 
seguenti  considerazioni  sull'argomento. 

È  noto  che,  data  la  equazione  alle  derivate  ordinarie  dell'ordine  n  e  lineare 

(i)  y«'  +  ^,  j"-'  +  ^J"-''  +  •  ■  ■  +  -',,_./  +  A^j  =  X, 

nella  quale  siano  A^,  A,,  ...  A^^,  X  funzioni  qualsivogliano  della  .v,  se  si  conoscono 
r  integrali  particolari  della  equazione  che  si  ottiene  ponendo  X  ^  0  nella  superiore, 
la  integrazione  della  medesima  può  farsi  dipendere  da  quella  di  una  equazione  dell'or- 
dine n  —  r.  Questa  importante  proposizione  venne  data  la  prima  volta  dal  sommo 
Lagrakge  nel  tomo  III  della  «  Miscellanea  Taurinensia  »,  e  da  essa  l'autore  dedusse 
quale  corollario,  che  allorquando  sarà  r  ^  11  —  i   si  potrà  sempre  ottenere    l'integrale 


*)  Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche,  t.  Ili  (1852),  p.  143. 

*•)  The  Cambridge  and  Dublin  Matliematical  Journal,  voi.  IV  (1849),  P-  286.  —  Journal  fùr  die 
teine  und  angewandte  Matliematik,  Bd.  XXXIX  (1850),  p.  91.  —  Annali  di  Scienze  Matematiche  e 
Fisiche,  t.  I  (1850),  p.  136. 


SULLE    EQUAZIONI    ALLE    DERIVATE    ORDINARIE    E    LINEARI. 


della  equazione  *).  Condorcet,  Laplace  ed  il  medesimo  Lagrange  **)  ridimostra- 
rono in  seguito  quel  teorema,  e  lo  estesero  alle  equazioni  lineari  alle  differenze  finite. 
Ora  il  teorema  del  prof.  Malmstén  è  un  caso  particolare  di  questo;  dall'uso  dei 
determinanti  trasse  il  vantaggio  di  poter  assegnare  la  forma  dell'integrale  completo  del- 
l'equazione (i),  supposto  perù  A'  =  o,  e  conosciuti  ;;  —  i  integrali  particolari  dell'e- 
quazione medesima.  Ma,  nelle  sue  lezioni  di  calcolo  sublime  ***),  il  prof.  Bordoni 
dimostrando  la  proposizione  di  Lagrange,  col  metodo  della  variazione  delle  costanti 
arbitrarie,  assegna  quella  forma  pel  caso  generale  in  cui  si  consideri  la  equazione  (i), 
e  sieno  noti  soli  ti  —  r  integrali  particolari.  La  espressione  cui  si  giungerebbe  ponendo 

X  =^  0,         r  =^  n  —  I 

in  questo  risultato  non  riproduce  esattamente  la  tormola  del  prof.  Malmstén,  ma  col 
mezzo  di  una  lieve  modificazione  fatta  alla  dimostrazione  del  prof.  Bordoni  ottiensi 
anche  quella  coincidenza;  come  vengo  brevemente  a  provare. 

Sieno  y^ ,  3'2 ,  •  •  •  )\  >'  integrali  particolari  dell'equazione  (i),  supposto  X  =  o,  e 
si  indichino  con   Y^ ,   Y^  ...    Y^  r  funzioni  incognite  della  .v.  Pongo 

p^_  ^  =  jr'™'  r;"  -j-  v';"'  k^"  -)-...  -j-  j';"  yI'* 

e  si  stabiliscano  le  r  equazioni 

Po.  =  ".       P,.,  =  0,       P,,,  =  0,    ...    P^_^,=  O,       P  _,„   =  ^. 

Denotando  con  A  il  determinante  delle  r'  quantit.t 

.V, .      }'. .     •  •  •  y, 


(r-.)  !r_,l  (r-,) 

Jl  '        Jl  >     •     •     •    Jr  ■■ 


dalle  equazioni  superiori  si  avranno  le 

V~/  ■*  1  r>  ..e  — Il       t      J  ■"  3    ^  ..ir— Il       .      )     •  •  •      •■  r 


ay;-''  a  '      '     òy;-''  a  '  ■"■  ^     ^y^''  ■^ 


*)  Solution  de  lìiprcnis  prohUmcs  lie  caìciil  iiitcìrial.  |  Mclanges  de  Philosophie  et  de  Mathéma- 
tique  de  la  Sociòtt;  Royalc  de  Turin,  t.  Ili  (1766),  p.  II,  pp.  179-580]. 

**)  Mélanges  de  Philosophie  et  de  Mathématiqiie  de  la  Société  Royale  de  Turin,  t.  IV.  — 
Mòmoires  de  l'Académie  de  Berlin,  annòe   1775. —  Thhvk  des  foiutioiis  aiiaìytiqucs,  p.  86. 

'")  Le^^ioiii  di  Calcolo  sublime  del  prof.  Antonio  Bordoni,  Milano,  18;  i,  t.  II,  p.  80.  Sono 
da  notarsi  quelle  funzioni  indicate  colle  ò,  —  [x,  le  quali  sono  determinanti  delle  primitive  particolari 
e  delle  loro  derivate. 
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Dalla  V  =  Po„  si  ricavino  i  valori  delle  y' ,  y" ,  .  . .  v'"'  e  postili  nella  (i),  avendo 
riguardo  all'equazione  identica 

si  Otterrà  la 

I  +  e'  +  A,  {(k  -  I)  P.^.„  +  . . .  +  i'-"]  +...+  A,_,-^=  X, 

la  quale  è  alle  derivate  in  ;^  e  dell'ordine  n  —  r.  Suppongasi  trovata  la  primitiva  com- 
pleta di  quest'ultima  equazione,  e  si  abbia  :;^^  Z;  per  le  equazioni  (2)  la  primitiva 
completa  della  (i)  sarà: 

contenendo  essa  ;;  costanti  arbitrarie.  Se  r  :=  11  —  i,  la  (3)~si  muta  nella 

ossia 

(AO'  +  ^.A-  =  XA. 

dalla  quale 

e  quindi  l'integrale  completo  della  (i)  sarà  in  questo  caso  : 

^  =  ^\/  4^'  ^  i  '''""  ^  •"'''■  +  ""'■     *^ 
e  supposto  X  =  0  : 


dove  R  ^  —  ;  la  quale  è  la  formola  del  Malmstén.  È  evidente  come  lo  stesso  metodo 

possa  applicarsi  alle  equazioni  alle  differenze  finite  lineari. 

Il  prof.  Mainardi  nello  scritto  dianzi  citato  fa  riflettere  l'importanza  di  una  scru- 
polosa esattezza  nelle  citazioni,  ed  a  questo  proposito  ricliiama  una  memoria  del  Moxge 
nella  quale  dovrebbero  essere  discussa  per  lo  meno  le  proposizioni  fondamentali  sulle 
linee  e  sulle  superficie  parallele,  essendo  questo  l'argomento  del  lavoro  che  V.  S.  ha 
pubblicato  nelle  prime  pagine  degli  Annali.  La  storia  delle  scienze  speculative  abbonda 


')  Questa  formola  venne  recentemente  trovata  anche  dal  sig.  Joachimsthal  ma  in  modo  affatto 
differente.  Farmi  che  il  metodo  della  variazione  delle  costanti  arbitrarie  debba  preferirsi  a  quel  metodo 
fondato  sull'analogia. 

BRioscm,  tomo  I.  a 


IO  SULLE    EQUAZIONI    ALLE    DERIVATE    ORDINARIE    E    LIMEARI. 

di  fatti  nei  quali  alcune  idee  sparse  qua  e  là  nelle  opere  di  un  autore  sono  bastevoli 
ad  aprire  ad  altri  la  strada  di  nuove  teorie.  Ma  nel  nostro  caso  particolare  la  fonte  di 
quelle  prime  idee  secondo  il  prof.  Mainardi  venne  dimenticata;  non  sarebbe  bene  che 
V.  S.  o  chi  altri  avesse  fatto  lunghi  studj  in  quella  parte  d'analisi  applicata  rendesse 
noto  con  qualche  dettaglio  ove  si  possa  rintracciarla  ? 

Pavia,  IO  maggio  1852. 

[Tn.]. 


III. 


SOPRA  IL  PRODOTTO  RECIPROCO  DEI  RAGGI  DI  CURVATURA 

DI  UNA  SUPERFICIE. 

(Lettera    al    prof.    B.    T  o  r  t  o  1  i  n  i). 


Armali  di  SeinìXP  .Wa*<>»mhV7ic  e  FlMche,  tomo  III  (185:)  pp.  275-276. 


Signor  Professore, 

Essendomi  in  questi  giorni  occupato  di  alcune  proprietà  dei  determinanti,  mi  accorsi 
come  dal  noto  teorema  per  la  moltiplicazione  dei  medesimi  si  possa  facilmente  dedurre 
l'espressione  data  da  Gauss  per  il  prodotto  reciproco  dei  raggi  di  curvatura.  Ecco  bre- 


"2  =  '^  =^2  +  ^  ^^2  +  ^  r2 . 

^2   =    «.='2   +   ^1^2   +   ^72, 
f2   =    '^2^2   +   ^2(^2+    -^212  . 


Poste  le  nove  equazioni  : 

(o  =  aa  +  èp  +  CY,  to,  =  fla,  4-i  fi, -j-cy,, 
b=ar  +  b/^  +  r  j,  6,  =  a.a.  +  bfi^  +  e  j, , 

f  =  a^a  +  èji  +  c^f,  p,  =  a^7.^  +  b't^  +  .vr, . 

il  teorema  della  moltiplicazione  dei  determinanti  dà 

a      b      e 

«.     ^     ^. 

«2  ^2  ^2 

e  poste  le  sei  equazioni  : 

^  =  «'  +  ^'  +  c\  s^=a]-\-bl-\-c],  s,_  =  ai  -\-  b:  +  e; , 

e  =  aa^-{-bb^-{-cc^,     '^,  = 'Ui^^  bh^-{- cc^,     ^,  =  «,fl,  +  ^,  ^  +  e,  e,, 

dal  teorema  medesimo  risulta  : 

s.      <r. 


X 

Ì-'      T 

w 

''^ 

w 

a 

^     T. 

= 

e 

e 

1 

0 

*2 

^2            T2 

i 

i^i 

? 

a 

è 

e 

2 

«■ 

^ 

e. 

= 

«2 

^2 

^2 
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Ora  la  espressione  pel  prodotto  reciproco  dei  raggi  di  curvatura  vien  data  dalla  equazione  : 

I  DD,  —  D: 


R,R^~  (EG  —  Fy 
essendo 

D  =  ^  A-"-h  By"  4-  C^",     Z),  =  ^A-;  +  By:  +  Ci:,     A  =  -^-v„  +  By,,  +  C\,, , 
-^=y'l,—y,\,         B  —  i'x^—x'i,,         C  =  x'y,—x,y', 
E  =  -■<"  +  y"  +  ^'%        G  =  a;  +  j;  +  -; ,        f  ^  .,-'  .x-  +  ^' ;•  +  -  -, , 
gli  accenti  in  alto  ed  in  basso  apposti   alle   a',  y,  ^  indicando  derivate  prese  ordinata- 
mente rispetto  a  due  variabili  ;/,  v,  delle  quali  sono  noti  i  significati. 
Dalla  definizione  del  determinante  si  ha  : 


D 


X       y       i 
x'     y'      ^' 


\i 


D. 


.V, 

f 

^, 

x' 

y' 

\. 

X, 

y. 

<< 

Z), 


^,-   y.,    xu 

X'      y-      -' 

X,    y.    i. 


0) 


DD,= 


per  cui  osservando  essere 

-£    =  A  A    -\-y  y     +11  ,         f   —  -£,  =  .V, A    -\-yj     +  l,l  , 
F,—^G'^  a'  .v„  +  jr' y,,  +  ^'  ^,„     £•  =  x"  +  j'^  4-  ;;:'%     F  =  a'  .v,  +  v'  V,  +  x'  x, , 

T  G.  =  -^'.  -^'m  +  }'. y..  +  V  ^-  ,     -f"  =  -v,  a'  +  j,  >•'  +  i,  i',     G  =  a;  +  y;  +  ;:; ; 
ed  aggiungendo  alle  prime  due  equazioni  la 

P  =  -^"^u+y"yu  +  i"Xu> 

si  avrà  per  la  prima    delle    formolo   generali    esposte  sopra,  dedotta  dal  teorema  della 
moltiplicazione  : 

p  ^E'       E'  ~~E. 

F,  —  ^G'         E  E 

ÌG,  F  G 

Inoltre,  per  le  sei  equazioni 

i  =  ^':-^y?  +  C,   E^x'^  +  y--\-i\   g  =  .v;  +  j:  +  ^:, 

T £■,  =  x'  a;  -f  y'y]  -i-i'l],     ■^G'  =  a,  a,'  +  3', y]  -\-  -,  ;,' ,     E  =  x'  a,  +  y'y,  +  ;:' ^, , 
e  per  la  seconda  delle  esposte  i'ormole  : 

(2)  D\=    \E,  E 

|G'  E         G 

Formando  la  dilTerenza  DD,  —  D\,  sviluppando  i  determinanti  secondi  membri    delle 
(i),  (2),  ed  osservando  che  al   binomio  p  —  q  che  riscontrasi  in    questa    differenza  si 

può  sostituire  il  trinomio 7  E,, '-G"  -{-  F[,  si  ottiene  la  nota  formola  di  Gauss. 

Pavia,  li  ;o  marzo   1832. 

IR.]. 


tG' 
E 
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Attnaìi  di  Si^wme  Matematiche  e  Fi^ichrr  tomo  III  ()Si2)  pp.  293-521. 


I.  Una  superficie  flessibile  dicesi  essere  inestensibile,  allorquando  il  valore  delle 
derivate  dell'arco  di  una  linea  qualsivoglia  esistente  in  essa  non  muta,  qualunque  sia  la 
forma  che  la  superficie  può  assumere  attesa  la  sua  flessibilità. 

Teorema.  —  «  Se  una  superficie  flessibile  è  anche  inestensibile,  il  prodotto  dei  raggi 
«  di  curvatura  corrispondenti  ad  un  punto  qualunque  di  essa  superficie,  rimane  costante 
«  per  quel  punto,  qualunque  sia  la  forma  che  può  assumere  la  superficie  ». 

Esistono  varie  dimostrazioni  di  questo  teorema  dovuto  al  sig.  Gauss,  ed  i  metodi 
usati  per  esse  distinguonsi  in  due  classi.  In  alcune,  cioè  in  quelle  dei  signori  Gauss, 
LiouviLLE,  Chelixi  *),  la  espressione  del  prodotto  dei  raggi  di  curvatura  corrispondenti 
ad  un  punto  qualsivoglia  della  superficie  viene  efl'ettivamente  trovato,  e  si  deduce  il  teo- 
rema dalla  considerazione  dei  termini  componenti  la  espressione  medesima.  In  altre, 
come  in  quelle  dei  signori  Bertra>jd,  Diguet,  Puiseux  **),  la  proprietà  che  serve  di 
definizione  alle  superficie  flessibili  ed  inestensibili  viene  sostituita  da  un'altra,  della  quale 
il  teorema  è  conseguenza  immediata.  Questi  ultimi  metodi  di  dimostrazione  hanno  il 
vantaggio  della  brevità  al  confronto  dei  primi,  ma  poggiando  sopra  definizioni  per  la 
inestensibilità  delle  superficie  flessibili  meno  generali  di  quelle  esposte  di  sopra,  condu- 


')  Gauss,  Disquisitioms  generàlis  circa  supeificiis  curvas  [.A.tti  della  Reale  Società  di  Gottinga, 
voi.  VI  (1828)]. — LiOLTiLLE  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  tome  XII  (1847),  p.  291]. — 
Cheliki  [Giornale  Arcadico  di  Roma,  voi.  CXV  (1848),  p.  257;  voi.  CXVI  (1848),  p.  5I. 

**)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  tome  XIII  (1848),  pp.  80,  85,  87. 
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cono,  al  dir    degli   stessi   autori,  a  teoremi  i  quali   sono   casi   particolari  di  quello    del 
sig.  Gauss. 

Nella  dimostrazione  che  qui  proponiamo,  è  scopo  principale  il  restituire  al  teorema 
la  sua  generalità,  non  perdendo  il  vantaggio  della  brevità  dovuta  al  metodo  indiretto. 

2.  Indicando  con  s  la  lunghezza  dell'arco  di  una  linea  qualunque  esistente  in  una 
superficie,  e  considerando  le  x,  y,  :^  coordinate  di  un  punto  qualsivoglia  di  quella  linea 
quali  funzioni  di  due  quantità  ;;,  v,  è  noto  essere 


s'  =  V£u"  +  2Fu' v'  -j-  G v'% 
nella  quale  le  s',  u',  v'  indicano  le  derivate    delle   s,  u,  v,   rispetto  ad  una   medesima 
variabile,  e  le  E,  F,  G  rappresentano  rispettivamente  i  trinomj  : 

/dx\  '      /dj\  '      /5^\  =  dxdx       djdj.dldi 

[d^ì  ~^  [dtì '^  [d^'l  ■ 

Ritenuto  che  le  ii,  v  rimanghino  costanti  mutando  la  forma  della  superficie  cui  appar- 
tiene la  linea  considerata,  analiticamente  si  dirà  una  superficie  flessibile  essere  inesten- 
sibile, quando  per  tutte  le  variazioni  che  ponno  accadere  nella  forma  della  superficie 
medesima  non  mutino  di  valore  le  quantità  E,  E,  G. 

Siano  ora  p,  q,  r  le  coordinate  di  un  punto    qualunque  di  una    superficie   sferica 
di  raggio  n,  e  sia  p'  -{-  q'  -{-  '"  =  u'  la  equazione  che  la  rappresenta;  si  avrà  : 


(0 


--  -.       .-'_.,.,      J  II-  —p-  ~  q' 


dove  o  (/))  =  I  il'  —  p-.  Si  immagini  una  superficie  qualunque  flessibile  ed  inestensi- 
bile, e  si  supponga  condotto  nella  sfera  il  raggio  parallelo  alla  normale  corrispondente 
al  punto  di  coordinate  x,  y,  ^  della  superficie  immaginata.  Fra  le  p,  q,  r,  e  le  .v,  v,  x^ 
si  avranno  evidentemente  le  relazioni  : 


t^i  +  ^'^  +  .:'  ii^i^-^-^:         1/1  +  ^-  +  -' 

ò~  ò- 

essendo  r'  ^  ^      7,  =  ^-   Assumendo  le  .v,  v  quali    nuove  variabili  avremo,  dalla 
ox  dy  '  ^     1  ' 

nota  formola  di  trasformazione  per  gli  integrafi  duplicati,  che  la  espressione 

rappresenterà  l'area  di  una  porzione  indeterminata  di  superficie  sferica,  e  di  piìi  se  dopo 
eseguita  ciascuna  integrazione  porremo  in  luogo  delle  .v,  y,  :ì  i  loro  valori  formati  colle 
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p,  q,  r  ed  estenderemo  le  primitive  ottenute  fra  ì  limiti  assegnati  per  l'integrale  doppio 
(i),  il  valore  risultante  sarà  2~ii'.  Ma  quest'ultima  espressione  è  identica  alla 

essendo  R^,  R,  ì  raggi  di  curvatura  della  superficie  immaginata  corrispondenti  al  punto 
di  coordinate  a',  v,  x-  E  la  (2),  assunte  le  nuove  variabili  u,  v,  eguaglia  la 

(3)  njdujdv       ^^^^      ; 

talché  questa  espressione,  quando  le  primitive  vengano  estese  nel  modo  dichiarato  fra  i 
limiti  su  accennati,  sarà  eguale  a  2  -  n'.  Ora  per  le  superficie  immaginate  le  E,  F,  G, 
11,  V  non  mutano  qualunque  torma  assuma  la  medesima;  e  siccome  il  valore  di  quella 
primitiva  duplicala,  purché  i  limiti  sieno  gl'indicati,  è  eguale  a  2  t:,  quantità  costante,  ne 
risulta  che  dovrà  pure  rimanere  costante  il  prodotto  i?_  R^  in  tutti  i  cambiamenti  di 
forma  che  può  subire  la  superficie  immaginata. 

3.  È  noto  che  le  .v,  y,  i_,  coordinate  di  un  punto  qualunque  di  una  superficie,  si 
ponno  ritenere  funzioni  di  due  nuove  variabili  u,  v  allorquando  si  considerino  queste 
quaU  parametri,  l'una  di  una  superficie,  l'altra  di  una  seconda,  e  la  posizione  di  ogni 
punto  della  superficie  data  ritengasi  indi\iduata  dalla  comune  intersezione  di  due  linee, 
l'una  appartenente  al  sistema  di  linee  comuni  intersezioni  della  superficie  data  e  della 
prima  superficie  immaginata,  la  quale  muta  posizione  e  dimensione  al  variare  del  para- 
metro ;(,  l'altra  appartenente  al  sistema  di  linee  comuni  intersezioni  della  superficie  data 
e  della  seconda  superficie  immaginata,  la  quale  cambia  posizione  e  dimensioni  cambiando 
di  valore  il  parametro  v.  Siccome  poi  per  i  punti  della  prima  delle  linee  contemplate 
la  V  rimane  costante,  ed  analoga  proprietà  ha  la  //  pei  punti  della  seconda,  quelle  Hnee 
saranno  rappresentate  colle  equazioni  : 

V  =z  COSt.,  Il  =  cost. 

n  sig.  Gauss  giunse,  nella  memoria  citata,  a  trovare  la  espressione  per  la  reciproca 
del  prodotto  dei  raggi  di  curvatura  corrispondenti  ad  un  punto  qualunque  di  una  su- 
perficie supponendo  essere  qualsivogliano  le  linee  v  =  cost.,  u  =.  cost.;  e  da  esse  ri- 
cavò come  casi  particolari  le  espressioni  analoghe:  1°  nella  supposizione  che  le  linee  rap- 
presentabili dalle  ^'=:cost.,  «^cost.  sieno  ortogonali,  2°  nelle  ipotesi  che  una  di  esse 
linee  sia  una  geodetica  della  superficie.  Le  medesime  espressioni  si  ponno  scrivere  sono 
forme  più  concise  di  quelle  assegnate  loro  dal  sig.  Gauss,  e  sotto  queste  ultime  forme 
vennero  appunto  recentemente  enunciate  dal  sig.  Liouville  *),  e  ritrovate  dal  sig.  Che- 


•)  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadéniie  des  Sciences,  t.  XXXII  (185 1),  p.  553. 
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LINI  *).  Vogliamo  ora  farci  a  considerare  una  nuova  disposizione  per  le  linee  »  =  cost., 
V  =  cost.,  la  quale  ci  conduce  ad  analizzare  un  caso  pel  quale  la  espressione  pel  pro- 
dotto reciproco  dei  raggi  di  curvatura  non  si  può  dedurre  da  quelle  date  dal  sig.  Gauss. 

^.  Rammentiamo  che,  ponendo 
nelle  quali 


ed 


d  y  d  :^       dyd:^         „ d:^d.\       d^dx         , ^^ dxdy 

du  dv       dv  du'  d  iidv       dv  da'                d  ii  d  v       dv  d  u 

a-^  P=^             y=^ 

~dir'  ^        dir'          '         dir' 

dudv  '      ^'        dndv  '       ''        dudv  ' 

—  ^'  p  —  ^li.         —  ^1a 

°''~dv"  ^'~dzr'            "'~dv" 


la  equazione 


D     ,    ,    D     ,    ,     2D 


(4)  £-'"'  +  -(f  "'  +  'y^'"  "  +  ^'^(^  —  F'  =  o 

rappresenta  una  linea  del  secondo  ordine,  esistente  nel  piano  tangente  la  superficie  nel 
punto  di  coordinate  x(k,  v\  y(u,  v),  :^(;/,  x;),  riferita  a  due  assi  coordinati,  i  quali  sono 
le  tangenti,  l'una  alla  linea  esistente  nella  superficie,  e  per  la  quale  ti  =  cost.,  l'altra  alla 
linea  pure  esistente  nella  superficie,  e  per  la  quale  i'  =  cost.;  ed  avente  il  suo  centro 
nel  medesimo  punto  di  coordinate  a-(/(,  v),  v(",  v),  :^(;(,  i')  **).  La  equazione  superiore 
rappresenta  in  una  parola  la  indicatrice  di  Dupin.  Supponiamo  ora  che  le  due  Lnee 
7t  =  cost.,  V  =  cost.  sieno  d'  quelle  a  tangenti  conjugate;  la  indicatrice  verrebbe  in 
questo  caso  ad  essere  riferita  a'  suoi  diametri  conjugati,  e  quindi  nella  equazione  della 
medesima  dovrà  essere  nullo  il  coefficiente  del  prodotto  m  u,  cioè  la  equazione  di  quella 
linea  del  secondo  ordine  diverrà  : 

(5)  ~  nr  +  ^  «=  +  \/EG-r-  =  o. 

Se  inoltre  quelle  linee  rappresentabiU  dalle  ;(  ^  cost.,  v  =  cost.,  saranno  ortogonah, 
ossia  le  linee  medesime  saranno  linee  di  curvatura  della  superficie,  sarà,  come  è  noto, 


•)  Annali  di  Scienze  M.-itematichc  e  Fisiche,  tomo  II  (1851),  p.  291. 

•*)  La  equazione  (4)  venne  data  dal  sig.  Chelwi  nella  memoria  inserita  nel  «Giornale  Arcadico 
di  Roma  )>. 
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F  =  0,  e  la  equazione  della  indicatrice  diverrà  : 

(6)  ^nrJ^J^n'  +  ^nTG^o. 

I  risultamenti  ottenuti  ci  porgono  intanto  i  due  seguenti  teoremi  : 

I.  —  Se  le  coordinate  rettangolari  di  un  punto  qualunque  dì  una  superficie  saranno 
funzioni  di  due  variabili  u,  v  tali  che  le  lime  rappresentate  dalle  equa:^ioni  u  =  cost., 
V  :=  cost.,  sieno  di  quelle  a  tangenti  conjugate,  le  coordinate  x{ii,  v),  y{tt.,  v),  ^(^u,  v), 
dovranno  soddisfare  alla  equazione  D^  =  o,  ossia  alla 

^a,  +5'^,  +  Cy.  =0. 
n.  —  5t'  le  coordinate  rettangolari  di  un  punto  qualsivoglia  di  una  superficie  saranno 
funxjoni  di  due  variabili  u,  v  tali  che  le  linee  u  =  cost.,   v  =  cost.   siano   linee  di  cur- 
vatura della  superficie,  le  coordinate  x(u,  v),  y(ji,  v),  5^(h,  v')   dovranno  soddisfare  alle 
equa:iioni  F  =  o,  £),  =:  o,  ossia  alle 

^' ■'  a  H  a  V       Oli  o  V       a  il  av  '    '         '  " 

Questo  secondo  teorema  è  dovuto  al  sig.  Joachimsthal  *),  che  lo  dimostrò  appog- 
giandosi a  considerazioni  affatto  differenti;  il  metodo  di  dimostrazione  sopra  adottato  ha 
il  vantaggio  di  indicar  meglio  quali  sieno  le  proprietà  delle  linee  di  curvatura  che  danno 
luogo  a  quelle  equazioni. 

5.  Ritenuto  che  le  linee  ;(=cost.,  v^cost.  sieno  di  quelle  a  tangenti  conjugate, 
e  quindi  la  equazione  della  indicatrice  sia  la  (5),  rammentata  la  relazione  esistente  fra 
i  raggi  di  curvatura  delle  sezioni  normali  ad  una  superfìcie  ed  i  diametri  conjugati  della 
indicatrice,  avremo  che  il  prodotto  reciproco  dei  raggi  di  curvatura  corrispondenti  al 
punto  centro  della  indicatrice  sarà 

^^  R,R^~  (EG  -  FJ' 

e,  supposto  essere  le  linee  per  le  quali  u  =  cost.,  v  =  cost.  linee  di  curvatura  della 
superfìcie,  sarà 

^^^  i?,  R^       E'  G' 

Che,  se  ritengansi  essere  le  linee  rappresentate  dalle  u  =  cost.,  v  =  cost.,  linee  qualsi- 
vogliano  esistenti  nella  superfìcie,  la  equazione  della  indicatrice  sarà  la  (4),  e  si  avrà  : 

I      _    DD,—D] 
R,R,^  {EG  —  Fy 


•)  Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XXX  (1846),  p.  347. 

BRioscHi,  tomo  l. 
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È  questa  la  espressione  esibita  dal  sig.  Gauss  pel  prodotto  reciproco  dei  raggi  di  cur- 
vatura, o  per  la  misura  della  curvatura  della  superficie  come  la  denominò  il  sig.  Gauss 
medesimo.  Facili  trasformazioni  conducono  a  provare  che  il  binomio  DD^- —  D]  eguaglia 
una  espressione  semplicemente  formata  colle  quantità  E,  F,  G,  e  colle  loro  derivate 
prime  e  seconde  parziali,  dal  che  si  deduce  il  teorema.  Affatto  analogamente  potremmo 
dimostrare  che  il  prodotto  DD^  riducesi  alla  medesima  espressione  contenente  le  sole 
E,  jF,  G  e  derivate  parziali,  allorquando  si  abbia  riguardo  alla  equazione  Z)_  :=  o,  la 
quale  deve  sussistere  affinchè  le  linee  ;/  =  cost.,  v  ^=  cost.  sieno  a  tangenti  conjugate. 
Troveremmo  in  questo  modo  che,  nel  caso  che  la  misura  della  curvatura  della  super- 
ficie sia  data  dalla  (8),  si  avrà  : 

R,R,~dn\_\  [dii    ''  G   dv       -  dv)j~^  dv\_X  \dv       ~G   dn)]' 

e  nel  caso  sia  data  dalla  (9)  sarà  : 

^^^''  R^R^~  dn  \\  d  ;/  /  +  a  V  \  A,  a  ir  j  ' 

nelle  quah 

A  =  yEG  —  E\     A,  =  yiG. 

6.  Indicando  con  p_ ,  p^  i  raggi  di  curvatura  di  due  sezioni  normali  a  tangenti  con- 
jugate, e  con  a  l'angolo  che  quelle  tangenti  fanno  tra  loro,  ritenute  le  linee  «  =  cost., 
V  =  cost.  qualsivogliano,  si  ha,  per  la  equazione  (4), 

I        ,  dd,-d: 

=  sen  a 


p,p.  Veg-e' 

il  che  equivale  al  dire  : 

Se  una  superficie  flessibile  è  anche  incslciisibiìe,  il  prodotto  reciproco  dei  raggi  di 
curvatura  di  due  qualsivogliano  sezioni  normali  a  tangenti  conjugate,  corrispondenti  ad 
un  punto  qualunque  di  esse  superficie,  è  una  quantità  la  quale  non  varia  per  quel  punto 
che  variando  l'angolo  compreso  dalle  tangenti  medesime,  qualunque  jorma  possa  assu- 
mere la  superficie  per  la  sua  flessibilità.  In  questo  teorema  trovasi  compreso  quello  del 
sig.  Gauss. 

Per  la  medesima  equazione  (4)  si  ha  anche  la 

_L_i_J    _  2-P,F  — DG  — £),£ 
^'        ^'  (EG  —  E')' 

e  supponendo  ortogonali  le  hnee  per  le  quali  ;/  =  cost.,  v  =  cost.  sarà  : 
,     ,  1,1  i      /D     .D\ 

Ora  per  i  valori  dì  D  e  D^,  col  mezzo  di  alcune  trasformazioni  le  quaU  in  buona  parte 


(12) 
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riscontratisi  già  nella  memoria  del  sig.  Gauss,  si  ottengono  le 

i..=(,.+,^+,.)i?G-i-c(|fy--L£(||y, 

le  quali   espressioni,    denominando  con  p, ,  p  i  raggi   dei    circoli   osculatori   delle  linee 
w  =  cost.,  V  =  cost.,  si  riducono  alle 

_E'G        I  ^(dEV 

?;      4    \o  «  / 

Questi  valori  di  D  e  Z),  danno  manifesumente  che  : 

Se  una  super Jicic  flessibile  è  anche  inestensibile,  la  somma  dei  raggi  di  curvatura 
reciproci  corrispondenti  ad  un  punto  qualunque  di  essa  superficie  è  una  grande^^a  che 
dipende  unicamente  dai  raggi  dei  circoli  osculatori  di  due  linee  qualunque  ortogonali  esi- 
stenti in  quella  superficie  e  passanti  per  quel  punto,  comunque  varii  la  forma  della  su- 
perficie medesima. 

7.  L'uso  dei  sistemi  di  linee  esistenti  in  una  superficie  a  rappresentare  le  posizioni 
dei  punti  della  superficie  medesima,  già  adottato  molti  anni  sono  dal  prof.  Bordoni 
nelle  sue  ricerche  sulle  linee  e  superficie  parallele,  e  sull'equilibrio  astratto  delle  Volte  *), 
fu  in  questi  ultimi  tempi  di  molto  utile  ai  Geometri  in  varie  quistioni  geometriche,  mec- 
caniche e  fisiche.  Nei  lavori  recenti  dei  signori  Bertrand,  Bonnet,  Chelini,  Liouville 
e  di  molti  altri,  si  riscontra  un  grande  numero  di  nuove  proprietà  delle  superficie  o  di 
linee  esistenti  in  essa,  ritrovate  giovandosi  di  quel  metodo  di  rappresentazione.  Dobbiamo 
allo  studio  di  quei  lavori  alcune  fra  le  cose  che  qui  si  aggiungono. 

Si  supponga  che  le  linee  esistenti  in  una  superficie  qualunque  per  le  quali  ;<  =  cost., 
V  =  cost.  sieno  ortogonali;  ritenute  le  denominazioni  già  adottate,  sussisterà  evidente- 
mente la 


*)  Vedi  in  fine  la  «  Xota  I  » 
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gli  accenti  in  alto  indicando  derivate  rispetto  ad  n  e  quelli  al  basso  derivate  rispetto  a  v. 

Inoltre  si  avrà  : 

E=x-  +  yr-  +  -^\ 

Si  derivi  la  prima  di  queste  equazioni  rispetto  ad  //,  e  la  seconda  rispetto  a  t';  dal  con- 
fronto delle  risultanti  si  otterrà  : 

dalla  quale  flicilmente  : 

,     .  i      E^  cos  fc> 

indicando  w  l'angolo  che  la  direzione  del  raggio  del  circolo  osculatore  nel  punto  di 
coordinate  x(u,  v),  y{ii,  v),  z^{ii,  v)  alla  linea  per  la  quale  •i;  =  cost.  fa  colla  tangente 
nello  stesso  punto  alla  linea  per  la  quale  u  =  cost.,  e  p  il  raggio  del  circolo  osculatore 
in  quel  punto  alla  linea  v  =  cost.  È  chiaro  che  aflatto  analogamente  si  avrà  : 

,     N  1      G'  cos  oj 

dove  le  (o_ ,  o, ,  sono  rispetto  alla  linea  u  =  cost.  ciò  che  sono  le  w,  p  rispetto  alla 
lin;;a   v  =  cost.  Il  sig.  Ossian  Bonnet  nella  sua  memoria    sulla    teoria    generale  delle 

superficie  *)  fece  grand'uso  del  rapporto  ;  ad  esso   possiamo   però    sostituire  un 

? 
altro  con  qualche  vantaggio. 

S'immaginino  due  superficie  sviluppabili,  l'una  tangente  la  linea  per  la  quale  ii  zi^  cost., 
l'altra  tangente  la  linea  per  la  quale  v  =  cost.,  e  si  suppongano  quelle  due  superficie, 
nella  posizione  rispettiva  in  cui  trovansi,  sviluppate  nel  piano  tangente  la  superficie  al 
punto  di  coordinate  x(ii,  v),  r  (/(,  v),  z,{u,  O-  I"  questo  sviluppo  le  E,  G,  u,v  non 
muteranno,  gli  angoli  w,  w^  diventeranno  nulli;  talché,  indicando  con  r,  r ^  i  raggi  di 
curvatura  di  quelle  curve  piane  nelle  quali  si  trasfigurano  le  linee  di  contatto  tra  la 
superficie  e  le  superficie  sviluppabili  immaginate,  si  avranno  le 

^       X  cos  (0  I  cos  fc)  I 

^"^  —  =  T'      -17  =  -- 

Da  queste  relazioni  risultano  manifestamente  i  seguenti  teoremi  : 

I.  —  Se  il  piano  del  circolo  osculatore  in  un  punto    qualunque   ad  una  linea  qualsi- 


*)  Journal  de  l'I'colc  Polytechnique,  Cahier  XXXIl  (1S4H),  p.  i. — La  forinola  (15)  venne  dimostrata 
in  altro  modo  dal  sig.  prof.  Mosso  rri  nelle  sue  lezioni  di  Meccanica  razionale,  le  quali  sono  in  corso 
di  pubblicazione.  La  sua  dimostrazione  poggia  però  sull'ipotesi  che  la  lìnea  u  =  cost.  sia  geodetica. 
(Vedi  in  fine  la  «  Nota  II  «). 
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voglia  esistente  in  una  superficie  coinciderà  col  piano  tangente  la  superficie  in  quel  punto, 
il  raggio  del  circolo  medesimo  cguaoHcrà  il  raggio  di  curvatura  al  punto  corrispondente 
della  curva  piana,  nella  quale  trasfigurasi  la  linea  esistente  nella  superficie,  considerata 
quale  linea  di  conlatto  tra  la  superficie  e  la  sviluppabile,  quando  questa  sia  distesa  in 
un  piano. 

Per  tutti  i  punti  dello  spigolo  di  regresso  di  una  superficie  sviluppabile  qualunque 
ha  appunto  luogo  la  proprietà  suddetta. 

II.  —  Se  la  superficie  sviluppabile  tangente  un'altra  qualunque  lungo  una  linea  geo- 
detica esistente  in  questa  seconda  superficie  si  distenderà  in  un  piano,  la  linea  di  contatto 
si  trasfigurerà  in  una  retta. 

ni.  —  Se  la  superficie  sviluppabile  tangente  un'altra  qualsivoglia  lungo  una  parte  con- 
tinua del  contorno  di  una  figura  della  massima  o  minima  arca,  fra  le  isoperinietre  esistenti 
nella   medesima  •superficie,  si  distenderà  in  un  piano,  la  linea   di   contatto  si  cambierà  in 

una  circolare.  Infatti,  per  questa  linea  il  rapporto  è  costante  *),  per   il  che  sarà 

anche  r  =z  cost.  **).  È  cliiaro  che  le  proprietà,  rinvenute  pel  raggio  di  curvatura  della 
linea  piana,  in  cui  trasfigurasi  la  geodetica  e  la  linea  racchiudente  l'area  massiir.a  o  mi- 
nima fra  le  isoperimetre,  sussisteranno  anche  pel  raggio  della  sfera  avente  un  contatto 
di  secondo  ordine  con  ciascuna  di  quelle  linee,  ed  il  centro  nel  piano  tangente  la  su- 
perficie nello  stesso  punto  di  contatto  della  sfera  colla  linea. 

8.  Il  sig.  Gauss  nella  memoria  pili  volte  citata,  partendo  dalla  espressione 


5'  =  l'i'/("4-  iFn'v'  -\-  Gv'\ 
pose  la  equazione  della  geodetica  per  una  superficie  qualunque  sotto  una  nuova  forma; 
la  quale  equazione,  allorché  si  ritengano  le  linee  a  =  cost.,  v  =  cost.  essere  ortogonali, 
e  quindi  f  =  o,  è  la  seguente  : 

d^_       I       /SE  djt__dG-  iN\ 
^^   ^  ds  ~  2|^irG  W^'    ds        du    ds)' 

essendo  6  l'angolo  che  la  tangente  alla  linea  geodetica  nel  punto  di  coordinate  ;/,  v  fa 

colla  tangente  nel  medesimo  punto  alla  linea  per  la  quale  v  =  cost.  QueUa  equazione 

per  le  formole  (13),  (14),  (15)  si  potrà  scrivere: 

ti  0  1    ^f-j=.du  1     ,-z^d  v 

-j—  =  —  VE  -, \^  IT- 

ds  r  ds  r.         ds 


•)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  Vili  (1S43),  p.  241. 

**)  Questo  teorema  venne  dimostrato  dal  chiarissimo  sig.  prof.  Bordoni  fino  dall'anno  1832  in 
una  memoria  inserita  nei  tomo  I  degli  «  Opuscoli  Matematici  e  Fisici»  stampati  in  Milano,  e  trovasi  ripe- 
tuto in  una  memoria  del  sig.  Catalax.  [Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  cahier  XXIX  (1843),  p    121], 
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Da  questa  equazione  si  può  focilmente  passare  ad  una  analoga  per  la  linea  racchiudente 
un'area  massima  o  minima  fra  le  isoperimetre.  Si  immaginino  due  nuove  linee  esi- 
stenti nella  superficie,  anch'esse  ortogonali  e  passanti  pel  punto  di  coordinate  //,  v;  sup- 
poniamo la  geodetica  riferita  a  queste  nuove  linee;  si  indichi  con  1  l'angolo  che  la  tan- 
gente la  geodetica  nel  punto  di  coordinate  it,  v  fa  colla  tangente  alla  prima  di  queste 
linee  nel  medesimo  punto.  Avremo  afì'atto  analogamente: 

ds  d   ^    '  ds  J,  *     '  ds  ' 

e  le  if, ,  G_ ,  !(j,  v^,  d,  d^  sono  per  queste  nuove  linee  ciò  che  le  E,  G,  ii,  v,  r,  r 
erano  per  le  prime.  Ora,  se  indichiamo  con  s  l'angolo  che  la  tangente  quella  prima  linea 
nel  punto  di  coordinate  u,  v  fa  colla  tangente  la  linea  x;  =  cost.  nel  medesimo  punto, 
si  ha  : 

£   =    0  +   >, 

ritenendo  come  algebrica  la  sonmia  nel  secondo  membro.  Ma  le  equazioni  superiori 
danno  : 

0'  =  —  «'jT ~v'\'G, 

r  r 

I 

indicando  gli  accenti  in  alto  derivate  rispetto  ad  una  variabile  qualunque;  quindi  si  avrà  : 

Se  supponesi  che  la  seconda  delle  linee  immaginate  sia  geodetica,  sari  —r-  =  o,  quindi 
indicando  con  n  la  lunghezza  di  un  arco  della  seconda  linea  si  avrà  : 
li,  —    L'ILi^F L  ^  l'T-L  J_ 

rf<7    "'r      dr,     '^  ,-       dG    *^~^      </     ' 


ed  osservando  essere 


SI  avrà  : 


dn    1^  dv    ,-^ 

cos  s  zzzi  -j—  I  t,  sen  s  =  -3—  ]  G, 


.      .  dt  I  I  I 

(17)  _  =  _coss--sen.  +  -. 

Se  la  prima  delle  linee  immaginate  fosse  una  di  quelle    racchiudenti    un'area  massima 


o  minima. fra  le  isoperimetre,  sarebbe  —7-  =:  cost.,  e  quindi 

-j—  =  —  cos  £ sen  z  ■+-  cost. 

de  r  r  ' 
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Questa  equazione  della  linea  racchiudente  un'area  massima  o  minima  fra  le  isoperimctre 
potevasi  ottenere  anche  direttamente  col  calcolo  delle  variazioni:  abbiamo  fatto  uso  del 
metodo  superiore  onde  stabilire  la  equazione  (17)  che  riducesi  facilmente  ad  una  tro- 
vata dal  sig.  BoNNET  alla  pag.  43  della  sua  memoria  già  ciota.  Notiamo  che  quella 
prima  linea  immaginata  non  può  essere  in  generale  geodetica,  cioè  non  può  essere  in 

generale  — j-  =  o,  giacché  in  questo  caso,  rammentando  la  equazione  (10)  e  le  equa- 
zioni (13),  (14),  si  vede  subito  dovrebbe  sussistere  la  ■  =  o,  cioè  la  superficie  do- 
vrebbe  essere  sviluppabile. 

9.  La  integrazione  dell'equazione  della  geodetica  sulla  ellissoide  fu  già  scopo  alle 
ricerche  dei  sigg.  Jacobi,  Liouville,  Joachimsthal,  Chasles,  ed  altri.  Le  forme  dell'e- 
spressioni rinvenute  dai  sigg.  Joachimsthal  e  Liouville  per  la  primitiva  di  primo  ordine 
di  quella  equazione  sono  ditferenti  :  da  ambedue  si  passa  però  facilmente  alle  forme 
assegnate  dal  sig.  Jacobi  *).  Vediamo  come  assai  brevemente  si  giunge  ad  una  equa- 
zione che  lega  fra  loro  quelle  due  differenti  forme  sotto  cui  presentasi  la  medesima 
primitiva. 

Sieno  __^_^ +  ___=!, 

ir  ^  ir  —  b'       r  —  n' 


v'         b'  —  v' 


=  I, 


le  equazioni  di  una  eUissoide  e  di  due  iperboloidi,  i  quali,  allorché  si  ritenga  essere  u^ 
compreso  fra  b'  e  e' ,  e  v''  compreso  fra  o  e  b',  segheranno  l'ellissoide  secondo  due 
linee,  le  quali  pel  teorema  di  Dupin  saranno  linee  di  curvatura  dell'ellissoide  medesimo. 
La  posizione  di  ogni  punto  dell'ellissoide  si  potrà  ritenere  individuata  dalla  comune 
intersezione  di  due  di  quelle  linee  ortogonali,  le  quaU  si  otterrebbero  facendo  variare 
u,  V.  I  valori  poi  delle  x,  y,  :^  in  funzione  di  u,  v,  che  si  ricavano  da  quelle  tre  equa- 
zioni, sono: 


_tnv        _  \'e  —  b' \/ir  —  F yy  —  v'        _    Vf-  —  rlV  —  tr-^c'  —  v' 
ed  i  valori  delle  E,  G  saranno  : 


*)  Journal  de  Mathéraariques  pures  et  appliquées,  t.  VI  (1841),  p.  267. 


24  INTORNO    AD    ALCUNI    PUNTI    DELLA    TEORICA    DELLE    SUPERFICIE. 


~  (h^  —  /r)  {e'  —  vr)  '      ^  —  {V  —  v')  (e'  —  v')  ' 

Questi  valori  sostituiti    nell'equazione   (i6)    la    rendono    facilmente   integrabile,    ed    ot- 

tiensi  la 

ir  sen"  6  -f-  v'  cos"  0  ^  a", 

essendo  a  la  costante  introdotta  dalla  integrazione. 

Ora  il  raggio  di  curvatura  della  geodetica  per  una  superlìcie  in  un  punto  qualun- 
que di  essa  è  uguale  al  raggio  di  curvatura  della  sezione  normale  tangente  la  geodetica 
nel  punto  medesimo;  quindi,  indicando  con  p  il  raggio  di  curvatura  della  geodetica  pel 
punto  di  coordinate  //,  v  e  con  R^,  R,  \  raggi  di  massima  e  minima  curvatura  sferica 
nel  punto  medesimo,  sussisterà,  pel  noto  teorema  d'EuLERO,  la 

(i8)  ^^^seirO  +  ^cos^e, 

indicando  costantemente  con  0  l'angolo  che  la  geodetica  fa  colla  linea  v  =  cost.  Si 
immagini  il  piano  tangente  l'ellissoide  nel  punto  di  coordinate  //,  v,  ed  il  piano  dia- 
metrale parallelo  ad  esso;  è  noto  e  facilmente  dimostrasi  che,  indicando  con  d^  il  semi- 
diametro di  quella  sezione  il  quale  è  parallelo  alla  tangente  la  linea  per  cui  ii  =  cost., 
e  con  lì,  il  semidiametro  della  sezione  medesima  parallelo  alla  tangente  la  linea  per 
cui  V  =^  cost.,  si  ha  : 

d^  =z  Yt'  —  ir ,    d^  =  yt'  —  ir. 

Ma  indicando  con  p  la  lunghezza  della  perpendicolare  condotta  dal  centro  della  ellissoide 
al  piano  tangente,  per  la  nota  proposizione  che  in  una  ellissoide  il  parallelepipedo  avente 
per  spigoli  tre  semidiametri  conjugati  è  equivalente  a  quello  che  ha  per  spigoli  i  tre 
semiassi,  si  avrà  : 

p  i't'  —  ir  Yt'  —  h'  —  l  \'f-  —  b'  Yt'  —  c\ 
Per  queste  espressioni  vediamo  essere 


(19)  ^f,  = ;77f==75 — >     /"/.  = j^ 


Yr  —  ir  Yi  —  v' 

dunque,  per  tutte  le  linee  per  le  quali  u  r=z  cost.,  sar;\  anche  il  prodotto  pd^  costante, 
e  per  tutte  le  linee  per  le  quali  v  =  cost.,  sarà  pà^  pure  costante.  Ma  tutte  le  linee 
per  le  quali  u  =  cost.,  v  =;  cost.  sono  linee  di  curvatura  dell'ellissoide,  dunque  la 
proprietà  indicata  ha  luogo  per  tutte  quelle  linee  *).  È  noto  essere 


*)  Questa  proprietà  si  può  anche  dimostrare  p.Hrtcnio  dalle  equazioni  (7)   che    devono   sussistere 
per  le  linee  di  curvatura. 
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ed  inoltre,  indicando  con  d  il  diametro  della  sezione  diametrale  parallelo  alla  tangente 
la  geodetica,  si  ha  p  —-—-.  I  valori  di  R^  ed  R^  per  le  equazioni  (i8)  si  ponno  porre 
sotto  la  forma  : 

posto 


i?.  =  rrJ^,      i? 


per  cui  sostituendo  nella  (i8)  si  avrà: 

-p^a  =  -^  -  -^("^  sen=  e  -[-  i-  cos=  0); 

ma  per  la  geodetica  sull'ellissoide  abbiamo  veduto  essere 

(20)  «^  sen''  0  -j-  x'"  cos'  f)  =  a' , 

quindi  sarà 

Questa  è  h.  forma  assegnata  dal  sig.  Joachimsthal  *)  per  la  primitiva  del  primo  or- 
dine dell'equazione  della  geodetica  sulla  ellissoide;  essa  dimostra  che  per  la  geodetica  ha 
pure  luogo  la  proprietà  dicliiarata  più  sopra  per  le  linee  di  curvatura.  Il  valore  poi  del 
raggio  di  curvatura  della  geodetica  nel  punto  di  coordinate  u,  v  sarà  : 

(22)  ,_ ^ . 

Osserviamo  da  ultimo  che,  se  la  geodetica  è  tangente  l'una  o  l'altra  delle  linee  di 
curvatura,  la  a  diventa  eguale  ad  n,  oppure  a  v,  talché  possiamo  dire  che  quella  quan- 
tità, la  quale  divisa  per  p'  dà  i  valori  dei  raggi  di  curvatura  corrispondenti  ad  un  punto 
della  superficie  e  del  raggio  di  curvatura  della  geodetica,  ritiene  lo  stesso  valore  per 
ogni  punto  di  una  linea  di  curvatura  e  di  ciascuna  linea  geodetica  che  le  sia  tangente. 
Da  questa  osservazione  si  ricavano  moltissime  delle  proprietà  già  note  per  la  geodetica 
sull'ellissoide  **). 

IO.  Allorquando  col  mezzo  del  calcolo  delle  variazioni  ricercasi  l'equazione  della 
superficie  della  minima  estensione,  arrivasi  alla    nota   equazione   alle   derivate    seconde 


*)  La  equazione  (20)  è  la  forma  assegnata  dal  sig.  Liouville  all'equazione  della  geodetica,  e  la 
(21)  quella  assegnata  dal  sig.  Joachimsthal.  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  IX 
(1844),  p    401. — Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t   XXVI  (1845),  p    ij)]. 

*')  Vedi  in  fine  la  «  Nota  III  >i. 

BRioscHi,   tomo  I.  4 
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parziali  :  (i  +  J'')  '  —  2/)  <;  5  +  (i  +  if)  r  =  o, 

per  cui  quella  superficie  ha  anche  la  proprietà  di  avere  in  ogni  suo  punto  i  raggi  di 
curvatura  eguali  e  di  segno  contrario.  Monge  diede  pel  primo  l'integrale  di  quella  equa- 
zione; dopo  di  lui  venne  trovato  sotto  digerenti  forme  da  Legendre,  Laplace,  Pois- 
SON.  Ecco  come  alcune  delle  formole  esposte  più  addietro  conducono  brevemente  ai 
risultati  di  Monge,  mostrando  nello  stesso  tempo  qual  grado  di  generalità  possiamo 
accordare  ai  risultati  medesimi. 
Rammentiamo  la  equazione 

i  i    _  2Z),F  —  DG  —  D,E 

1?     1    "p"  —         '  '  ' 

^'        ^^  (EG-F')~ 

per  la  superficie  della  minima  estensione  dovr.\  essere 

2D  F  —  DO  —  D,E 

^ p-^  =  0. 

(£G  -  F')' 
A  questa  equazione  si  può  soddisfare  in  due  differenti  modi  particolari,  cioè  sup- 
ponendo D,  =  Gr=£^o,  oppure  F  =  Z)  =  D,  =  o;  l'altro  modo  pure  particolare, 

ossia  D  =  D  =:■  D  =  o,  dovrebbe  trascurarsi  atteso  il  valore  di  . 

'  ^  A,  A, 

Incominciamo  dal  supporre  £)_  =  G  =  £  =  o,  ossia 

alla  prima  di  queste  equazioni  può  soddisfarsi  ritenendo  a^  ^r  o,  '^^  =  o,  y,  =  o,  cioè 
d'x  d'y  d\ 

—   =  O,  ^1 <-   =  O,  -^r 3-  =  O. 

du  dv  a u  ov  a n  ov 

Queste  tre  ultime  equazioni  integrate  avendo  riguardo  alle  ultime  due  delle   tre   ante- 
cedenti, le  quali  devono  pure  verificarsi,  daranno  : 

X  =  11  -i-v,         >■  =  9  (h)  +  4-  (v), 

^  =  |/=rT  [/j/7T?W  d  n  +  /l'i  +  n-oy  d  v] , 

le  quali  sono  le  formole  di  Monge  *). 

Supponiamo  in  secondo  luogo  sussistere  la  F  =  D  =  D^  =  0;  ramment;nido   le 
equazioni  (12)  si  avranno  le  due  seguenti: 

f'  ~  4  rG\dv)  '       p;       4  EG'\du}' 

•)  Histoire  de  l'Acadòiuic  Royale  des  Sciences,  annéc  1784.— Lacroix,  Tiuiu- ile  Cahuì  diffircntul 
il  intelai,  I.  II. 
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dalle  quali  per  le  equazioni  (13),  (14),  (15)  si  otterrà: 

p  =  r,  p,  =  r,. 
Ne  risulta  che  in  questa  ipotesi  la  superficie  richiesta  avrebbe  la  proprietà  che  per 
ogni  suo  punto  due  linee  ortogonah  avrebbero  i  raggi  di  curvatura  eguali  rispettiva- 
mente ai  raggi  di  curvatura  delle  linee  piane  in  cui  si  trasfigurerebbero  le  Unee  mede- 
sime, ritenute  quali  linee  di  contatto  tra  due  superficie  sviluppabili  e  la  superficie  cer- 
cata, allorquando  quelle  superficie  sviluppabili  si  distendessero  in  un  piano.  Cioè  per 
ciascun  punto  di  queste  superficie  passano  due  Unee  ortogonah  esistenti  nelle  superficie 
medesime  e  nel  piano  tangente  le  superficie   in   quel    punto  *). 

Se  finalmente  vuoisi  supporre  £)  =  /)=£)  =0,  si  ha  anche  =0,  e  ciò  equi- 
ni-«•. 

vale  al  dire  essere  piana  la  superficie  richiesta;  giungiamo  così  geometricamente  al  ri- 
sultato che  dà  rintegrale  trovato  da  Poisson  per  la  superficie  della  minima  estensione  **). 
(Vedi  in  fine  la  «  Nota  IV  »). 

II.  La  nota  formola  di  Eulero 

-^  =  -^  sen  co  4-  -^  cos  w, 

essendo  d  il  raggio  di  curvatura  di  una  sezione  normale,  dà  una  proprietà  caratteristica 
per  questa  specie  di  superficie.  Suppongasi  co  =:  45°;  si  avrà  : 

e  quindi  per  la  superficie  della  minima  estensione  :  —7-  =  o.    Siccome    poi   sussiste    in 

generale  : 

_L4.J_-_L  +  JL 
d  ^  d^  -  R,^  R/ 

sarà  anche  -7-  :;=  0,  cioè  per  ogni  punto  della  superficie  della  minima  estensione  pas- 
seranno due  linee  esistenti  nella  superficie  medesima,  le  quah  faranno  angoH  di  45°  colle 
linee  di  curvatura  corrispondenti,  ed  avranno  la  proprietà  che  i  raggi  di  curvamra  in 
quel  punto  delle  sezioni  norniah  alle  superficie  tangenti  le  linee  medesime  sono  infiniti. 


*)  L'esistenza    di    queste    linee    venne    già   indicata    dal    sig.  Dupin   (Développenunts  de   Géonté- 
trii,   p.  190). 

*•)  Lacroix,   Traiti  di  Calcuì  dijfircniiiì  et  iiité^r>il,  t.  II,  p.  636.  L'integrale  trovato  da  Poissos' 
è  il  seguente  : 

:(  =  9  (jr  -f  i!  y)  +  v  Vi  -j-  a'  V—  i. 
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Sono  queste  le  linee  assintotiche  di  Dupin  o  le  generatrici  di  M.  Roberts  *).  Un'altra 
singolare  proprietà  ricavasi  osservando  che  all'equazione 

soddisfasi   completamente   supponendo   D  G  -\-  D,E  =^  o;  giacché  il  supporre   F  =  o 
non  diminuisce  la  generalità.  Da  quest'ultima  equazione  si  ha  : 

I^  —  Pl 

e  quindi  per  le  equazioni  (12): 

I  I    I  I 

12.  Fra  tutte  le  superficie  le  quali  hanno  la  proprietà  di  avere  in  ogni  punto  i 
raggi  di  curvatura  eguali,  ma  di  segno  contrario,  vennero  fino  ad  ora  individuate  le 
equazioni  di  due  sole,  cioè  fra  le  superficie  gobbe  quella  dell'elicoide  a  piano  direttore, 
e  fra  le  superficie  di  rotazione  quella  generata  da  una  catenaria.  La  ricerca  dell'equa- 
zione della  prima  di  queste  superficie,  quale  superficie  avente  la  proprietà  indicata,  fu 
già  scopo  di  alcune  memorie  di  Legendre,  Wantzel,  C.atalan,  M.  Roberts,  Serret. 
Due  modi  si  presentano  spontanei  alla  soluzione  di  tale  problema:  o  partire  dalle  for- 
mole  di  Monge,  e  determinare  le  costanti  arbitrarie  servendosi  della  condizione  dell'es- 
sere la  superficie  generata  da  una  retta  che  muovesi  mantenendosi  parallela  ad  un  piano, 
oppure,  seguendo  il  metodo  adottato  da  Fourier  per  alcune  quisrioni  fisico-matemati- 
che, introdurre  quella  condizione  prima  di  eseguire  l'integrazione.  Il  primo  metodo 
venne  adoperato  dal  sig.  Roberts,  gli  altri  autori  citati  si  tennero  in  parte  al  secon- 
do **).  Ma  usando  completamente  del  secondo  metodo,  il  problema  in  quistione  ed  altri 
problemi  geometrici  analoghi  a  questo  si  risolvono  assai  facilmente,  senza  aver  d'uopo 
di  calcoli  tanto  lunghi  quali  sono  quelli  che  riscontransi  in  ciascuna  delle  memorie  citate. 

Riteniamo  che  il  piano  direttore  della  superficie  sia  quello  delle  x,  y;  la  equazione 
alle  derivate  parziali  del  second'ordine  della  superficie  generata  da  una  retta  che  si 
muove  mantenendosi  parallela  a  quel  piano  è  la 

p't  —  2pqs  -{-  i]'r  =  0. 

Dunque  la  superficie  richiesta  avrà  le  due  proprietà  indicate  dall'equazione  superiore  e 
daUa 

(l  ^p^-)t  -  2pqs+(i  +  <7-')r  =  o, 


')  Dévdoppements  de  Geometrie,  p.   189.  —  Joum.nl  de  Mathòniatiques    purcs   et  .ippliqué'cs,  t.   XI 
(1846),  p.  300. 

**;  JouriLil  de  Mathtmatiques  purcs  et  .ippliquécs,  t.  XI  (1846),  p.  500;  t.  VII  (1842),  p.  203. 
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ossia  dalle  due 

p't  —  2p^s-]-  fr  =  o,        ,-{-t  =  o; 

dalle  quali  si  hanno  le 

(f-  _  q^'-)t  -  2pqs  —  O,  (/  -  ,r)r  4-  2pqs  =  O. 

Queste  sono  facilmente  integrabili  e  dinne  il  risultato  conosciuto. 

1 3.  La  equazione  alle  derivate  parziali  del  secondo  ordine  della  superficie  di  area 
data,  la  quale  racchiude  con  un'altra  individuata  un  corpo  di  volume  massimo,  è  la 
seguente  : 

(23)       -^(i  +p'  +  ry  +  (i  +  '/)'■  +  (I  +n'  -  ^-pis  =--  o, 

dalla  quale  deducesi  avere  la  superficie  richiesta  la  proprietà  che  in  ogni  suo  punto  la 
somma  dei  raggi  di  curvatura  reciproci  è  costante. 

Per  ogni  punto  di  ciascuna  di  queste  superficie  passano  due  linee  esistenti  nella 
superficie  medesima,  le  quali  hanno  molta  analogia  colle  assintotiche  del  sig.  Dupin. 
Infatti,  partendo  dalla  forinola  di  Eulero,  è  facile  il  dimostrare  come  quelle  due  linee 
facciano  angoli  di  45°  colle  linee  di  curvatura  corrispondenti  a  quel  punto,  e  come  i 
raggi  di  curvatura  nel  punto  medesimo  delle  sezioni  normali  alla  superficie  tangenti  le 
linee  medesime  siano  costanti. 

Fra  le  superficie  generate  dalla  circonferenza  di  un  cercliio  di  raggio  costante, 
di  cui  il  centro  percorre  una  linea  qualunque,  mantenendosi  il  piano  del  circolo  stesso 
sempre  normale  a  quella  linea,  qual'è  qujlla  che  ha  per  ogni  suo  punto  la  somma 
dei  raggi  di  curvatura  reciproci  costante  ?  Ecco  una  quistione  semplicissima,  alla  solu- 
zione della  quale  rendesi  opportuno  il  metodo  suindicato. 

La  equazione  (2:;)  dovendo  sussistere  insieme  alla 

a=(r/  _  s')  +  y-r'i +p'^r[(i  +  g')r  -  2pqs  +  (i  +p')t]  +  (i  +r  +  ^/T  =  o> 

equazione  alle  derivate  parziali  del  secondo  ordine  delle  superficie  generate   nel   modo 

indicato  dalla  circonferenza  di  raggio  7.,  si  avrà  anche 

rt  —  s'  .  ,         , 

=  o,  ossia  r  t  —  j"  =  0, 


cioè  la  superficie  richiesta  dovrà  anche  essere  sviluppabile.  Sappiamo  infatti  che  il  cilin- 
dro ha  le  due  proprietà  richieste. 

Osserviamo  da  ultimo  che,  se  immaginasi  la  superficie  rappresentata  dalla  equazione 
(23),  l'area  di  una  porzione  della  superficie  parallela  corrispondente  ad  una  porzione 
individuata  della  superficie  data  eguaglia  l'area  di  questa  seconda  porzione  moltiplicata 
per  una  quantità  costante,  più  l'area  di  una  porzione  determinata  di  una  superficie 
sferica.  La  quantità  costante  è  eguale  alla  distanza  fra  le  due  superficie  più  l'unità;  il 
raggio  della  superficie  sferica  eguaglia  quella  distanza. 
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NOTA  I. 

Condi:(ìom  per  l'equilibrio  astratto  di  mia  vòlta  qualunque. 

Le  condizioni  generali  per  l'equilibrio  astratto  delle  vòlte  vennero  date  dal  chiaris- 
simo prof.  Bordoni  sino  dall'anno  1821  nella  memoria  che  già  citammo,  e  più  tardi 
nelle  Annota:^ioin  agli  Elementi  di  Meccanica  ed  IdraiiHca  del  prof.  Venturoli.  In 
queste  ricerche  viene  fatto  uso,  per  la  prima  volta  in  quistioni  di  Meccanica,  di  linee 
esistenti  nella  superficie  di  intradosso  a  rappresentare  punti  della  medesima,  e  le  for- 
mole  trovate,  sebbene  Io  siano  supponendo  quelle  linee,  Unee  di  curvatura  dell'intra- 
dosso, rimangono  le  stesse  qualunque  sieno  purché  ortogonali,  come  asserisce  il  pro- 
fessore Bordoni  nella  seconda  delle  memorie  citate.  Nel  1847  l'amico  e  collega  pro- 
fessore CoDAZZA  in  una  memoria  stampata  in  Pavia  ritrovò  le  equazioni  generali  dello 
equilibrio  supponendo  che  la  superficie  di  equilibrio  non  sia  limitata  a  coincidere  collo 
intradosso  della  vòlta,  ma  possa  essere  una  qualsivoglia  entro  lo  spessore  della  vòlta 
medesima;  ed  a  rappresentare  i  punti  della  superficie  di  equilibrio  adottò  due  sistemi 
di  linee  ortogonali. 

Ritenendo  le  denominazioni  gi;\  usate  per  indicare  la  medesima  quantità,  le  condi- 
zioni per  l'equilibrio  astratto  di  una  vòlta  qualunque,  supposta  qualsivoglia  la  superficie 
di  equilibrio,  e  supposti  essere  qualunque  i  sistemi  di  linee  adottati  a  rappresentare  i 
punti,  sono  le  tre  seguenti  : 

/jo^..c„s.=(p„4i)+(,.f); 


nelle  quali  :  A'  è  la  risultante  di  tutte  le  forze  attive  agenti  al  punto  di  coordinate  x  (»,  v), 
y{u,  v),  ;^(;(,  v)  della  superficie  di  equilibrio,  ed  a,  [i,  y  gli  angoli  che  la  sua  dire- 
zione fa  coi  tre  assai  ortogonali;  P„ ,  P„  le  forze  passive  che  si  esercitano  al  punto  di 
coordinate  /(,  v,  le  di  cui  direzioni  si  dimostrano  dover  essere  anche  in  questo  caso 
tangenti  ordinatamente  alle  ;(  =  cost.,  v  =  cost.  Gli  accenti  in  alto  indicano  derivate 
rispetto  ad  u,  quelli  al  basso  rispetto  a  v.  Da  quelle  tre  equazioni  si  ricavano  le  tre 
seguenti  : 
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(I)  j ^£G:^p^  i- (p )-,/g+  ± c^ìp^. -  p )  +  J^^pf^  +  p p _L  (l|) , 

t/£G^^7^.Z=P„^^  +  P.^, 

essendo  X,  Y,  Z  le  tre  componenti  della  forza  R  dirette  secondo  le  tangenti  alle  linee 
u  =  cost.,  V  =  COSI.,  e  secondo  la  normale  alla  superficie  di  equilibrio  nel  punto  di 
coordinate  .v(»,  v),  j(;/,  :■),  :^{ii,  v). 

Se  le  linee  u  =  cost.,  v  =  cost.  si  ritengono  essere  ortogonali,  le  equazioni  su- 
periori si  mutano  nelle  : 

X  =  (P),^  +  ^^(P   -PJ, 
1  G  f 

donde  J^,  d^  sono  i  raggi  di  curvatura  delle  sezioni  normali  tangenti  alle  linee  ;(=cost., 

V  =  cost.  Se  finalmente  supponiamo  essere  geodetica  la  linea  per  la  quale    u  =:  cost., 

cosoj  ■     ■    ]• 

sarà :=  o,  e  le  equazioni  diventano  : 

1 1 

X  =  (P),-^  +  ^^(P    -P), 

(3)  0'  =  (^)'^. 

Z=  P  — +  p  4-- 

fi  "l 

Le  equazioni  (2),  (3)  sono  assai  utili  nelle  applicazioni.  Se  poi  nelle  equazioni  (2) 
si  pongono  in  luogo  di  P^,  P,,  le  —  T"^,  —  T,,,  si  ritrovano  le  equazioni  date  dal 
prof.  MossoTTi  *)  per  l'equilibrio  di  una  superficie  flessibile  ma  inestensibile.  Le  7"„, 
T^,  rappresentano  la  tensione. 


*)  Legioni  di  Meccanica  ragionale.  Firenze,  Barucchi,  185 1.  (Lezione  XIV".  Equazioni   58,  39,40). 
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NOTA  li. 

Lo  scopo  di  questi  Nota  è  di  rendere  più  focile  il  passare  dalla  terza  delle  equa- 
zioni (i)  alla  terza  delle  (2)  della  prima  Nota.  Rammentando  le  equazioni  (12)  si  hanno 
facilmente  le 

D'  I  II     idEV       D]  I  II     /dOV 


E'G~   f         4  E'G\dvJ' 

EG'~  f,          4  £G=' 

\du} 

e  quindi  per  le  (13),  (14): 

D'           1         cos'w        sen' co 

D\           I         cos'  (0, 

sen'  to, 

£'G"~  p'           p^     ~     p^     ' 

£G'-p:      p:  - 

p: 

dalle  quali  : 

D            sen  0) 

D,            senoj, 

EiEG          p     ' 

G}/EG          P.     ' 

e  pel  noto  teorema  di   Mel'snier  : 

D             I 

D. 

E\'EG        dr 

GfEG        d^  ■ 

Queste  ultime  espressioni  danno,  rammentata  l'equazione  (11), 


relazione  notissima. 


R   ^  R         d,^  d,  ' 


NOTA  III. 


Molte  sono  le  propriet.x  della  geodetica  sull'ellissoide.  Esse  trovansi  esposte  nelle 
memorie  dei  sig^.  Joachimstmal,  Liouville,  Chasles,  W.  Roberts,  Hart  ed  altri,  in- 
serite nei  giornali  di  Creile,  di  Liouville,  e  nel  giornale  di  Cambridge  e  Dublino. 
A  tutte  queste  aggiungiamo  le  seguenti,  che  deduconsi  spontanee  da  una  proprietà  del- 
l'ellissoide. 

Il  teorema  del  sig.  Joachimsthal  è  il  seguente  *)  : 

«  Sint  A,  A'  duo  puncta  superficiei  secundi  gradus,  P,  P'  distantice  centri  a  planis 
«  tangentibus  in  his  punctis,  D,  D'  semidiametri  superficiei,  quarum  directiones  tangentibus 
«  linea:  brevissima  per  A,  A'  ductx  in  A  et  A'  parallela,  habemus  PD  ^=  P'D'  ». 

Si  indichino  con  p^,  />,,  p.  le  perpendicolari  condotte  dal  centro  di  una  ellissoide 
ai  piani  tangenti  la  medesima  nei  punti  in  cui  viene  incontrata  da  tre  semidiametri  coa- 


*)  Journal  fur  die  rcinc  unJ  nngcwandtc  MatliL-matik,  t.  XXVI  (1845),  p.  158. 
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jugati.  Ritenendo  le  altre  denominazioni  usate  dimostrasi  facilmente  sussistere  la 

e  quindi  anche  la 

1^  h-  ,-1-  T^  *,:  j=  *-      1^  ('        ;,^    1^ 


p;<     Pl^n     p;d:      t'      r-b'     f-  —  r- 

Ora,  se  con  rf, ,  d^,  d.  si  indicano  tre  semidiametri  dell'ellissoide  paralleli  alle  tangenti 
nei  tre  punti  d'incontro  dei  tre  semidiametri  coniugati  colla  ellissoide  a  tre  linee  geo- 
detiche condotte  dai  punti  medesimi,  saranno,  pel  teorema  superiore, 

p:d:=-p'A=p;d-^  =  ^ — j^^, — '-, 

per  cui  sarà  anche  : 

dì  +  d:  +  d:  =  jr^Al'O'  -  ^0  +  ''0^  -  O  +  0^  -  ir)0'  -  r)]. 

Affatto  analogamente  si  dimostrerà  che,  essendo  p,,  p^,  p,  i  raggi  di  curvatura  di 
quelle  tre  geodetiche,  sussisterà  la 


NOTA  IV. 

Si  è  dimostrato  come,  soddisfacendo  all'equazione 

2DF  —  DG  —  DF 

1 — —  ="  ° 

(EG  —  F')'^ 

col  supporre  D^  ^^  o,  £  =  o,  G  ^  o,  si  giunge  ai  risultati  di  Moxge.  È  bene  perù 
l'osservare  come  in  quei  risultati  le  ;(,  v  si  debbano  ritenere  come  quantità  indetermi- 
nate, mentre  non  ponno  esistere  in  una  superficie  qualunque  linee  per  le  quali  sieno 
nulle  simultaneamente  le  D, ,  E,  G. 

Abbiamo  veduto  come  a  quella  equazione  si  soddisfi  anche  nell'ipotesi  F=Z)^Dj=o. 
Ora  per  la  Nota  II  queste  tre  condizioni  riduconsi  alle  due  : 

le  linee  n  =  cost.,  v  =  cost.  sono  quindi  le  assintotiche  di  Dupin. 
Pana,  li  20  gennajo   1852. 


[C.]. 


BRioscai,  tomo  I. 
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PER  DISTINGUERE  I  MASSIMI  DAI  MINIMI  VALORI 

DELLE  PRIMITRE. 

(Lettera   al   prof.   B.    Tortolini). 


Aìitiati  di  Scieììze  ?[atfinatìche  e  Fisiche,  icmo  III  (i8j2),  pp.   ;22-;26. 


In  una  memoria  inserita  nel  fascicolo  di  aprile  degli  Annali  da  lei  compilati  [t.  Ili 
(1852),  p.  149],  il  prof.  Mainardi,  oltre  al  dimostrare  nuovamente  il  noto  teorema 
di  Jacobi  intorno  ai  criterj  per  distinguere  i  massimi  dai  minimi  valori  delle  primitive, 
propone  un  metodo  per  la  ricerca  di  quei  criterj.  Io  non  entrerò  a  discutere  quel  me- 
todo, solo  farò  osservare  come  l'analisi  adottata  rendasi  complicata  anche  nella  tratta- 
zione dei  casi  più  semplici,  e  non  solo  quando  si  considerino  primitive  semplici  di  fun- 
zioni composte  di  più  funzioni,  o  primitive  multiple,  ma  anche  nel  caso  di  primitive 
semplici  di  funzioni  composte  di  una  sola  funzione.  Quest'osservazione  venne  però  già 
fatta  dall'autore  medesimo. 

Io  le  accennerò  brevemente  come  si  possano  determinare  in  generale  quei  criterj, 
sia  per  le  primitive  semplici  di  funzioni  di  più  funzioni,  sia  per  le  primitive  multiple. 

Una  espressione  della  forma 

nelle  quali  le  r,  s  ponno   assumere  i  valori  di  o,   i ,  2,  .  . .    «,   sarà   positiva  se  fra  i 
coetHcienti  di  essa  abbiano  luogo  le  relazioni  : 

=^.,.„.  >  o,    -D„_.,„_,  X  o,    £)„_,_„_,  ^  o,  . . .  £>,,,  X  o,  . . .  D^_^  ^  o, 

e  sarà  negativa  allorquando  siano 

^„..  <  0,    /)„._.,_,  X  0,     D„_,,„_,  ^  o,  .  . .  (-  1  )-  D^_^  ^  o,  . . .  (-  I  )•■  D„,„  ^  o, 
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indicando 


D..= 


a 


Si  consideri  ora,  per  esempio,  la  primitiva 

fF{x,y,y',  ...y",  ^,  l',...  t")dx. 

I  criterj  per  distinguere  i  valori  di  y,  7^  che  rendono  massima  o  minima  quella  primi- 
tiva si  hanno  dal  segno  della  primitiva  dell'espressione  : 

nella  quale  J„„,  ...  £„,„,  ...  Q^,---  sono  i  valori  delle  F"{y),  ...  f"(0,  ••• 
F"(y,  :(),  ...  corrispondenti  a  quei  valori  di  v,  ^  ^he  rendono  massima  o  minima  la 
primitiva  proposa.  Si  avranno  quindi  : 

Le  IO,  f)  sono  le  variazioni  prime  di  v,  v  La  espressione  superiore  può  ridursi,  col  me- 
todo insegnato  da  Legendre,  alla  forma: 

ed  un  numero  n(2ii-{-i)  coefficienti  di  questa  si  ponno  ritenere  arbitrar;'. 
Ecco  i  valori  di  tutti  i  coefficienti  di  quella  espressione:  ponendo 


A  = 


"i       "1 


.     " 


.    .    .    V. 


n,..     u. 


■  "T"   V. 


„i"-'i 


d\ 


di 


jr    „(")    "^     _L  „(>')    '^"       I  1     ,,'"1   "  ~ 


ÒA 


ÓA 


5A 


r>  =  <'^.  +  "';"^,  +  ---  +  c^, 


ai'' 


di' 


dA 


I  2  .2« 

si  hanno  dapprima 

^r.,    =   ^r,,,  X   +    '^'."  ~t  '  ^'■'    ""       ''"  T   +    *""''  TT 
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da  queste  si  ottengono  i  valori  delle 

'^...r.  <:„,,,  K,r>  '^r,,,, 

i  quali  sostituiti  nelle  medesime  danno  i  valori  generali: 

^r.s    —    ^n,„  -^ r    ^„,.,  -^r-   +    ^„,„    p , 

h         -     J  '^''  ^-    a.     R  ^'r   ^>   _i_    r  ^.    ^.    +     ^'     ^r 

,     -A     "''^'A-B     ^'^^'4-C     KrT,  +  H,U^ 

'^r,,    —    ^n,n—^i r    -O,,.,— p h    <-„,„ y , 

c     =A    LJl^-^B     M.+  C     ^Mli^I.. 
Si  osservi  che  questi  valori  soddisfano  alle 

per  cui  si  avranno  : 

■D„..,,„_,  =  0,      £>„_.„_ j  =  0,  ...  D,^  =  0; 
ed  i  criterj  richiesti  saranno  : 

pel  minimo  A     >■  o,         AB     —  C"    ">  o, 

pel  massimo  y:/,,  „  <;  o,         .,^,  ,,  j5,.  ,,  —  C^  „  ]>  o. 

Facilmente  si  trovano  analoghe  formole  per  gli  altri  casi. 

Terminerò  esponendole  due  osservazioni  intorno  alla  citata  memoria  del  prof.  Mai- 
narci. La  prima,  puramente  storica,  risguarda  la  ricerca  della  completa  varia:(ioue  di  una 
simbolica  funzione  di  più  variabili  indipendenti,  la  quale  dall'autore  vuoisi  attribuire  to- 
talmente a  PoissoN  e  ad  Ostrogradsky.  Quelle  formole  si  rinvengono  alle  p.agine  225, 
226  del  secondo  volume  delle  Le:!iioni  di  Calcolo  sublime  del  prof.  Bordoni,  le  quali 
lezioni  furono  pubblicate  nel  1831,  mentre  le  memorie  di  Poisson  e  di  Ostrogradsky 
vennero  alla  luce,  la  prima  nel  1833,  la  seconda  nel  1838.  E  bensì  vero  perù  che  il 
PoissoN  in  questa  memoria  dice  aver  enunciate  quelle  formole  fino  dall'anno  1818  nel 
«  BuUetin  de  la  Société  Philomatique.  » 

La  seconda  osservazione  riguarda  l'applicazione  che  il  prof.  Mainarci  ta  del  cal- 
colo delle  variazioni  ;;lla  ricerca  di  una  proprietà  della  superficie  flessibile,  inestensibile, 
omogenea,  pesante,  in  equilibrio.  Questa  superficie  venne  già  considerata  da  Poisson 
nella  sua  memoria  «  Sur  les  surfaces  élastiques  »  *)  e  da  Cisa  de  Gresy  nella  memoria 
«  Considérations  sur  l'équilibre  des  surfaces  Jìexibles  et  inexteusibles  »  **). 


*)  Mémoires  de  riuititut,  1S12,  p.   185. 

**)  Memorie  dell'Accademia  delle  Scienze  di  Torino,  v.  XXIII  (181S),  p.  275. 
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Dalle  ricerche  di  quei  geometri,  e  dalle  più  recenti  del  prof.  Mossotti,  deducesi  facil- 
mente come  la  proprietà  enunciata  dal  prof.  Mainarci  possa  sussistere  solo  nell'ipotesi 
che  la  leiisioiic  in  un  punto  qualunque  d-'lla  superfìcie  sia  costante  in  ogni  direzione;  il 
che  generalmente  non  può  accadere.  È  noto  che  la  cosi  detta  invariabilità  dell'elemento 
trae  seco  quella  conseguenza. 

l'avin.  li  27  giugno  1852. 

[C.]. 


VI. 
RICERCilE  INTORNO  LE  SMLUPPOIDI  E  LE  S\ILLTPATE. 


liliali  ili  Scieiizi'  ^Tateìnatiche  e  FiMclie.f  tomo  IV  (1855).  pp.  50-61. 


La  teorica  delle  sviluppate  a  doppia  curvatura  delle  linee  piane  e  delle  s\-iluppate 
delle  linee  a  doppia  curvatura  è  dovuta  a  Moxge.  Nella  sua  memoria  che  fa  parte  del 
tomo  X  delle  Memorie  presentate  all'Istituto  di  Parigi  e  forma  un  capitolo  dell'opera 
«  Application  de  ì'Atialyse  à  la  Geometrie  »  si  rinvengono  l'equazione  della  superficie  svi- 
luppabile luogo  geometrico  delle  sviluppate  di  una  data  linea,  e  le  equazioni  alle  deri- 
vate mediante  le  quali  si  determinano  nei  casi  particolari  le  sviluppate  medesime.  L.wcret, 
in  una  memoria  inseriti  nel  tomo  II  (iSii)  dell'ultima  serie  de'  «  Mèmoires  présen- 
tés,  etc.  »  prese  a  considerare  le  sviluppoidi  delle  linee  piane  e  delle  linee  a  doppia  cur- 
vatura, ossia  le  curve  di  cui  le  tangenti  vengono  segate  da  una  curva  dati  qualunque 
sotto  un  angolo  costante,  le  quali  comprendono  come  caso  speciale  le  sviluppate.  Altre 
memorie  più  recenti  esistono  su  questo  argomento ,  e  fra  le  principali  :  quella  del 
prof.  MixiCH  sullo  sviluppo  delle  curve  piane,  quella  del  prof.  Molins  sulle  svilup- 
pate delle  linee  a  doppia  curvatura,  e  quella  del  prof,  de  Morg.w  sulle  sviluppate  delle 
linee  sferiche  *). 

In  questo  breve  lavoro  presentiamo  alcune  proprietà  generah  delle  sviluppate  e  delle 
sviluppoidi,  le  quali  si  ricavano  spontanee  dalla  loro  definizione. 


*)  Nuovi  saggi  dell' Accadeaiia  di  Padova,  voi.  V. — Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
t   Vili  (1843),  P-  379.  — The  Cambridge  and  Dublin  Mathemarical  Journal,  voi.  VI  (1851),  p.  267. 
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La  porzione  della  rena  tangente  la  sviluppoide  e  secante  la  curva  data  (trajenoria) 
sotto  un  angolo  dato,  compresa  fra  il  punto  di  contatto  ed  il  punto  di  intersezione,  chia- 
masi raggio  della  sviluppoide,  e  denomineremo  punti  corrispondenti  i  punti  su  indicati. 

Indicheremo  con  x,  y,  ;^,  s  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  e  l'arco  di  una 
sviluppoide  o  di  una  sviluppata  di  una  curva  qualunque;  e  con  />,  </,  /',  t  le  coordinate 
del  punto  corrispondente  e  l'arco  della  trajettoria  o  della  sviluppante.  Chiamando  t  il 
raggio  della  sviluppoide,  per  la  definizione  si  avranno  le  equazioni  :  • 

(0  P=--x-ì-l^'      'l^y  +  ljr,      r  =  -^-]-tjr 

(2)  p'x'  -f-  q'y'  -f  )•'-'  =  j't'cosw, 

nelle  quali  gli  accenti,  quando  non  si  avverta  altrimenti,  indicano  derivate  rispetto  ad  una 
variabile  di  cui  si  ritengono  funzioni  le  p,  q,  r,  x,  y,  ;(,  ed  o>  l'angolo  costante  che  la 
tangente  alla  trajettoria  nel  punto  di  coordinate  />,  q,  r  h  colla  tangente  alla  sviluppoide 

nel  punto   corrispondente    di   coordinate   .v,  y,  :^.  Allorquando   to  =  -^  la   sviluppoide 

diventa  la  ss-iluppata. 

Per  determinare  il  valore  di  /  si  derivino  le  equazioni  (i),  ed  i  valori  dì  p',  q',  r'  si 
sostituiscano  nella  (2);  si  ottiene  la 

s'  -\-  l'  =.  n'  cos  (0, 

dalla  quale,  indicando  con  e  la  costante  introdotta  dalla  integrazione,  si  ha  : 

;  =  (7  cos  (0  -j-  f  —  s, 
e  per  le  sviluppate  : 

I  =  e  —  s. 

Dalle  equazioni  (i),  (2)  eliminando  i  coseni-^,    -^ ,    -V  si  ottiene: 

(p  —  x)p'  -f  ((/  —  y)  q'  +  (/•  —  -)  /■'  =  e'  cos  w  {a  cos  w  -f  r  —  s); 

equazione  di  un  cono  retto  avente  il  vertice  al  punto  di  coordinate  p,  q,  r,  di  cui  l'asse 
è  la  tangente  la  trajettoria  nel  medesimo  punto,  e  di  cui  l'apotema  fa  coU'asse  l'angolo  oj. 
Derivando  l'equazione  stessa,  avendo  riguardo  alle  (2),  si  ottiene  : 

(j^  —  x)p"  -\-  (1/  —  }')?"  "!"(''  —  \)''"  "f"  '^''  sen^  oj  =  n"  cos  (o  (c7  cos  co  -[-  e  —  ■$)• 
Se  da  questa    equazione  e  dalli   penultima  si  eliminasse    la    variabile    rispetto   alla 
quale  sono  prese  le  derivate,  si  avrebbe  la  equazione  della  superficie  luogo  geometrico 
delle  sviluppoidi.  Dalle  medesime  equazioni  scorgesi  facilmente  essere  la  caratteristica  di 
questa  superficie  una  curva  piana,  anzi  una  iperbole. 

Ponendo  per  brevità  — p  =;  -y  e  derivando  le  equazioni  (i),  si  hanno  le 

(3)  /)'  =  (i+-/)-v'  +  ^'.v",    ^'  =  (i-|-,/)/-|-vv",    r'  =  (i-l-t.')^'  +  t'^", 
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le  quali  quadrate  e  sommate  dinno  : 

g"-  =  (i  +  v'Ys"  +  2x;(i  +  v')s's"  +  v'{x"  +  y"'  +  5^"^). 

Ora,  dal  valore  di  v  ricavasi 

(i  -f-  y')^'  -|-  l'i'"  =  <J'  COS  OJ, 
per  cui  sostituendo  : 

e'-  sen*  lù  =  v' (x"'  -f-  y'"  +  x"'  —  ^"') > 

ed  indicando  con  p  il  raggio   di  curvatura   della   sviluppoide  al  punto  di  coordinate  x, 

y,  :;:  si  ha  : 

(4)  ìt'  sen  (0  ^=  ts', 

e  pel  caso  delle  sviluppate  : 

pff'  =  ts'. 

Le  equazioni  (3)  moltiplicate  ordinatamente  per  x",  y",  :^"  e  sommate,  allorquando 
ritengasi  la  5  essere  la  variabile  principale,  danno  la 

P'-v"  +  5'/' +  r'-"  = /(x- +  j- + --); 

e  questa,  moltiplicaci  per  -^  ,  muLisi  nella 

c 

COS  b,  =  — ,  =  sen  o>, 

essendo  b^  l'angolo  che  b  tani^ente  alla  traiettoria  fa  col  raggio  del  circolo  osculatore 
la  sviluppoide  nei  punti  corrispondenti.  Quando  oj  ^  -J-x,  sarà  b^  =  o,  cioè  la  svilup- 
pata è  geodetica  sulla  superficie  polare. 

Se  dalle  equazioni  (3)  si  elimina  il  binomio  (i  -{- v'),  si  ottengono  le 

P'y'  ~q'x'  =  v(y'x"  —y"x'),     r' x'  ~  p\'  =  i'(.v'^"  —  x" -^), 

q'<  —  r'y'  =  v(iy"  —  x"y'). 

le  quali,  moltiplicate  ordinatamente  per  -",  y",  x"  e  sommate  membro  per  membro, 
indicando  con  c^  l'angolo  che  la  tangente  alla  trajettoria  fa  colla  perpendicolare  al  piano 
del  circolo  osculatore  la  sviluppoide,  danno  : 

COS  Cj  =;  o, 

ossia  la  tangente  la  trajettoria  è  la  comune  intersezione  dei  piani  osculatori  alle  due  curve 
in  punti  corrispondinti. 

Derivando  nuovamente  le  equazioni  (3)  si  hanno  le  seguenti  : 

p"  =  V"X'  +  (l   +  2  V-)x"  +  VX"', 

q"  =  v"y'  +  (i  +  2  v')y"  +  vy'", 
r"  =  :■■•-'+ (1+ 2  t.')^"+^^"'- 

BRioscHi,  tomo  I.  £ 
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Si  moltiplichino  queste  equazioni  ordinatamente  per  x',  y',  l'  ^  sommandole  membro  per 
membro  si  avrà  : 

P"^-'  +  <ì"y'  +  >■"-.'  =  ^'"s"  +  (i  +  2  v')s-r  +  Kx' .V'"  +  y'y"'  +  ^'-"). 
Riteniamo  per  maggiore  semplicità  essere  t  la  variabile  principale;  sussisterà  l'equazione  : 
(i  +  2v')s's"  ^v"s"  =  —  vs's' 


^'" 


per  cui  sostituendo  : 

Chiamando  d  il  raggio  di  curvatura  della  trajettoria  al  punto  di  coordinate  p,  q,  r,  ed  a^ 
l'angolo  che  il  raggio  stesso  fa  col  raggio  della  sviluppoide,  si  ha 

cos  cl^  ^  —  /  a  —r  , 

?' 
ossia,  per  l'equazione  (4), 

d 

cos  rt,  =:- seii'  (0  . 

i 

Da  questa,  ponendo  per  /  il  suo  valore,  ricavasi  : 

sen'  w 

s  =^  a h  e  cos  c.j  +  e . 

cos  a^    '  ' 

Se  oj  =  —  TT,  sarà  : 

■s  = H  <^; 

cos  a^ 

e  se  la  sviluppante  e  la  sviluppata  sono    linee  piane  cos  c^  =:  i ,  e  si  ha  la  notissima  : 

s  =  d  +  c. 

Se  la  trajettoria  e  la  sviluppoide  sono  piane,  gU  angoli  w,  a^  sono  l'uno  complemento 
dell'altro  e  si  ha  : 

5  =  ii  sen  w  4~  "^  ^os  o>  -\-  e , 

la  quale  formola  venne  già  data  dal  prof.  Minich. 

Dai  valori  trovati  di  p',  q',  r',  p",  q",  r",  si  ricavano  le  seguenti  equazioni  : 
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■?>"-'/"/'' =o+o[(i+2t.'--^y/x"-/'x')+^'(>'-v"'-)'"'.v')] 

x'       y'       -' 
Queste,  ordinatamente  moltiplicate  per  — p  ,  -v  ,  ^  e  sommate,  dinno,  avendo  riguardo 

all'equazione  (4), 

o'  cos  a ,  ^  'V  sen"  w  , 

nella  quale  a.  indica  l'angolo  che  il  raggio  della  sviluppoide  fa  colla  perpendicolare  al 
circolo  osculatore  la  trajettoria,  9  l'angolo  di  contingenza  della  trajettoria,  '^  l'angolo  di 
torsione  della  sviluppoide. 

Se  le  equazioni  superiori  si  moltiplicano  ordinatamente  per  .v",  y",  ^",  e  si  som- 
mano, ritenendo  le  derivate  prese  rispetto  alla  variabile  s,  ed  indicando  con  /;.  l'angolo 
che  il  raggio  di  curvatura  della  sviluppoide  fa  colk  perpendicolare  al  piano  del  circolo 
osculatore  la  trajettoria,  si  ottiene  : 

9'  cos  b,  =:  i^'  sen  w  cos  oj . 

Le  sei  rette  che  qui  si  considerano,  cioè,  le  tangenti  alle  due  curve,  i  raggi  del  loro 
circoli  osculatori  e  le  perpendicolari  ai  piani  dei  circoli  medesimi,  costituendo  due  terne 
di  rette  ortogonali,  avranno  luogo  tra  gli  angoli  che  esse  formano  fra  loro  le  note  rela- 
zioni. Quindi,  indicando  con  e, ,  e,  gli  angoli  che  la  perpendicolare  al  piano  del  circolo 
osculatore  la  sviluppoide  ta  col  raggio  di  curvatura  della  trajettoria  e  coUa  perpendi- 
colare al  piano  osculatore  la  trajettoria  stessa,  e  con  b^  l'angolo  che  formano  fra  loro 
i  due  raggi  di  curvatura,  si  avranno  dapprima  le 

cosrt;  cosa, 

cos  c^  ^= r- ,  cos  C;  = ~  ; 

cos  Pj  cos  /', 

dalle  quali,  pei  valori  trovati  per  cosa,,  cos  ^, , 


cos  a,  d 

cos  e,  = ,  cos  e   =  —  sen  w  . 

sen  (0  '  ; 


Inoltre,  essendo 
si  ricaverà  : 


cos 


'  a,  -\-  cos'  /',  +  <^os'  e,  =  I, 


cos  a   =  sen  oj  1/  i sen  co 

cos  b.  =  cos  w|  /  I T-  sen'  w  ; 
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e  quindi 


cf' 
COS  Cj  =   I  /   I   ^ 

Cosi,  dalla 


COS  e 

2 

-]' 

^ 

^- 

"                        2 

^sen 

(ù  . 

COS"  a^ 

+ 

COS 

'K 

+ 

cos'  c^  -- 

=  I, 

COS 

h,_ 

= 

d 
t 

sen  w  COS  w 

. 

SI  ottiene  : 


Le  formole  trovate  sono  utili  nella  ricerca  dei  valori  delle  derivate  degli  angoli  di 
prima  e  seconda  flessione  della  trajettoria,  in  funzione  delle  derivate  dei  medesimi  angoli 
della  sviluppoide.  S'indichino  con  a  ^,  [j^ ,  y^  ;  a^,  {i^,  y^;  a  ji, ,  y  i  coseni  degli 
angoli  che  la  tangente,  il  raggio  di  curvatura,  e  l'asse  del  piano  osculatore  per  la  tra- 
jettoria fanno  con  tre  assi  ortogonali;  con  >._,  jj.,,  vj  "a,,  a,,  v^;  /.,,  ij., ,  v,  i  coseni 
degli  angoli  che  le  medesime  tre  rette  per  la  sviluppoide  comprendono  con  quegli  assi. 
Si  denomini  y  l'angolo  di  contingenza  della  sviluppoide,  fJ  l'angolo  di  torsione  della  tra- 
iettoria. Si  avranno  le  equazioni  : 

a,  ^=  ),  cos  a,  +  A,  COS  /;,  -4-  1.  cos  e, ,     a,  =  >  cos  a.  -f-  1,  cos  h.  -4-  ^,  cos  e. , 

1  I  112  llj  1     ^  y  1  j  ì  2  }  ì  ì 

P,  =  i"-,  «^os  rtj  -f-  y-,  cos  b^  -\-  u.^  cos  c^,     P,  =  [J-,  cos  rf,  -\-  [a,  cos  /'.  -\-  ,u.j  cos  i;, , 
Y,  =-  V  cos  a,  +  V,  cos  /'  -\-  V.  cos  e, ,  y,  =  v,  cos  a,  -\-  v,  cos  /;,  4-  v,  cos  e, . 

II  I  112  llj  l'Ij  I  jl2  )'>  ) 

Ora  è  noto  essere 

?'^  =  «r  +  i^r  +  y;%    s'^  =  <^  +  i^r-f  t^; 

quindi,  derivando  le  equazioni  superiori,  quadrando  i  risultati  e  sommando,  si  avranno 
i  valori  richiesti.  Se  nell'eseguire  queste  operazioni  si  avri  riguardo  alle  relazioni  : 


o, 


'■r^-  +  KK  +  \'^';=T''ì''. 


^■.  '•,'  +  ."•.  \'\  +  \  ^;  =  O  .  ^-;  '-'.  +  f^3  '"-.'  +  ^  ^ 

ed  ai  valori  di  cos  a^ ,  cos  l\, .  . .  ,  si  otterrà  : 

o'' =  y''  +  'y'sen'w, 


^,         (d' t  —  dt')  sen  w        j//^  —  d'  sen^  w 

(V  =  ^  —i r cos  w  , 

i  |//^  _  d'  sen'  w  '  'J  sen  w 

che  equivale  alla 

^■=<''^:-y::"f°"+^co.,o. 

y    -f-  i    sen  co         ' 
Si  passa  facilmente  dall'una   all'altra  di  queste  due  ultime  equazioni  osservando  che  le 
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formole  trovate  danno 


sen  b)  , ,  ]'l^  —  d^  sen^  w 


'  t      '  ^  td  sen  o> 

Il  Lan'Cret  nella  memoria  citata  aveva  già  dati  i  valori  di  9'  e  di  S';  ma  il  secondo  di 
essi  ditìerisce  da  quello  ora  trovato  del  termine  "^'cosw.  Allorquando  (ù^-^t:,  le  for- 
mole superiori  si  mutano  nelle 

'-'+■'       -/t/^^T-f-    T'^  +  r   • 

La  seconda  di  queste  equazioni  è  integrabile  e  dà 

d 


I)  -\-  h  :^  ang  sen        , 


dalla  quale  : 


~  sen  (^  +  fc) 
già  trovata  dal  sig.  Molixs. 


Rammentando  le  denominazioni  adottate  più  sopra  si  hanno  le  equazioni  : 
*•;   +K-Ì-  T,  =  i>         ='.='.  +  !^.  ^^  +  V.  Ta  =  0 . 

K  +  l'ì-ì-^^''         °=. ^.  +  1^  1^  +  T.  V,  =  cos  ./,. 
Eliminando   successivamente  dalle  ultime  due  le  ,"-,,'',,  ricavando  dalle  risultanti  i 
valori  di  v^ ,  a_  in  funzione  di  1^,  e  sostituendoli  nella  terza  delle  equazioni  medesime, 
giimgesi  ad  una  equazione  del  secondo  grado,  la  quale  risolta,  avendo  riguardo  alla  identità 

tornisce  la 


'-,  =  *,  i^os  co  -|-  a,  cos  a^  +  ('^2  Vi  —  '^i  VO 1  ^'^"'  ^'  —  '-^^^  ^2  ■ 

Analoghe  espressioni  si  avranno  per  ;j.j  e  per  v^.  Sostituendo  per  a_ ,  a,,  ...  cosaci 
loro  valori,  si  hanno  le 


X  ^=  p  —  tp'  cos  w  -j-  d'p"  sen'  w  -[-  J  sen  co  (</"  r'  —  q'  r")  ]  l'  —  d'  sen"  00 


y  ^=  q  —  tq'  cos  co  -\-  d' q"  sen^  co  +  J  sen  co  {i"p'  —  ''' p")  vl^  —  d'  sen''  co , 


~  =  r  —  tr'  cos  oj  -|-  d'  r"  sen^  ti  ^  d  sen  <^{p"  q'  — P'  ^")V^'  —  d'  sen"  co  . 

Da  queste,  allorquando  sarà  conosciuto  il  valore  di  /  in  funzione  di  quantità  spettanti  alla 
traiettoria,  data  l'equazione  della  traiettoria  si  otterrà  queUa  della  sviluppoide.  Un  caso  par- 
ticolare in  cui  ciò  si  verifica  e  allorquando  co  =  —^  essendosi  trovato  i  = -^ — : — rr ,  e 

^  2  sen  {h  -j-  b) 
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si  avranno,  per  le  sviluppate  di  una  linea  qualunque,  le  equazioni  : 

x=p  +  cVp"  ±  d'  cot  (?)  +  /;)  .  0/";'  -  q-  r") , 

y  =  il-\-  cf  q"  ±  cV-  cot  (}  +  /;)  .  (r" p'  —  r' p'') , 

-  =  r  +  <f  /-"  +  <f  cot  (?t  +  /;)  .  0"  q'  -  p'  <;"). 

Se  supponesi  la  sviluppante  essere  una  linea  piana,  sarà 

r  :=  o ,        J5  =  o , 
e  quindi 

x  =  p  —  dq',         y  =  q-{-'^P',         i—  +  d  colli; 

le  quali  coincidono  colle  formole  trovate  da  Fuss  nel  tomo  VI  (1818)  de'  «  Mémoires 
de  l'Académie  Imperiale  des  Sciences  de  St.-Pctersbourg  ». 

Nel  caso  che  la  sviluppante  sia  una  linea  sferica  il  valore  di  t  assume  un'altra  forma, 
la  quale  ora  veniamo  a  determinare.  Per  una  linea  sferica  qualsivoglia  hanno  luogo  come 
è  noto  le  seguenti  equazioni  : 

P^  —  ày-.  +  Y"''        '/  =  — '''^a  + V^''        ''^-''t. +  1^75- 
Da  queste,  quadrando  e  sommando,  si  ha,  indicando  con  a  il  raggio  della  sfera, 

d" 


d'  + 


r 


che  integrata  dà 
e  quindi  la 

fornisce  pel  valore  di  t 


d  =  a  sen  (Ji  -j-  k)  ; 
sen(^^  +  /;)  =  4 


t  = 


ad 


d  cos  /  +  ya'  — ■  d^  sen  / 


dove  1  =  k  —  11.  Ora,  indicando  con  0  l'angolo  che  il  raggio  di  curvatura  della  traiet- 
toria fa  col  raggio  della  sfera,  dalle  equazioni  superiori  deducesi 

d  =  —  a  cos  6 , 
per  cui 

a  cos  0 


cos(6 +  /)• 


Le  medesime  equazioni  superiori  moltiplicate  ordinatamente  per  >.,  (a,  v,  e  sommate, 
denominanuo  11^  l'angolo  che  il  raggio  della  sfera  fa  colla  tangente  alla  sviluppata,  danno  : 
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/'     ,    .r-. ^  \'i"  -  d' 


a  cos  M_  = 1-  I  a'  —  1^ 


t      '    '  t 

nella  quale  sostituiti  per  /,  d  i  valori  ultimi  esposti  si  ha  : 

cos  /(_  =  cos  (  +  '), 

cioè  l'angolo  u  è  costante.  Ed  analogamente,  chiamando  u^,  u.  gli  angoli  che  il  rag- 
gio della  sfera  fa  col  raggio  di  curvatura  e  colla  perpendicolare  al  piano  osculatore  della 
sviluppata,  si  otterrebbero  le 

cos  «,  =  o,         cos  «,  =  sen  (  4;  '  )  • 

Se  l'angolo  «_  fosse  retto,  si  avrebbe 

ad 

la  quale  sviluppata  particolare  corrisponde  alla  sviluppata  ordinaria  delle  linee  piane. 

Pavia,  li  15  agosto   1852. 

[C.]. 


VII. 

SULLE  LINEE  TAUTOCRONE. 


Atuiaii  di  Srleìt^e  Matematiche'  e  Fisiche,  tomo  III  (1852),  pp.  362-370. 


Le  prime  ricerche  intorno  le  linee  tautocrone  nel  vuoto,  e  nei  mezzi  resistenti  in 
ragione  diretta  della  velocità,  sono  dovute  ad  Huyghexs,  a  Newton  e  ad  Hermann. 
Eulero  e  Giovanni  Bernoulli  quasi  contemporaneamente  estesero  quelle  ricerche 
supponendo  la  resistenza  del  mezzo  proporzionale  al  quadrato  della  velocità,  alla  quale 
ipotesi  FoNTAiNE  aggiunse  un  termine  proporzionale  alla  semplice  velocità.  Le  memorie 
di  Bernoulli  e  di  Fontaine  contengono  due  metodi  differenti  per  la  soluzione  del 
problema  delle  tautocrone,  metodi  che  vennero  in  seguito  adoperati  dall'EuLERO,  da 
Necker  e  da  altri  nella  trattazione  di  questioni  particolari.  La  prima  memoria  di  La- 
grange  sull'argomento  è  del  1765;  in  essa  l'autore  proponesi  di  determinare  in  gene- 
rale quale  è  la  forza  necessaria  per  produrre  il  tautocronismo,  considerata  come  fun- 
zione qualsivoglia  dello  spazio  e  della  velocità.  I  risultamenti  ottenuti  da  Lagrange 
vennero  encomiati  e  confermati  dal  d'Alembert,  ma  incontrarono  acerba  critica  da 
parte  di  Fontaine,  alla  quale  siamo  debitori  della  seconda  fra  le  memorie  di  Lagrange 
su  questo  problema. 

I  più  recenti  lavori  intorno  le  linee  tautocrone  sono  di  Abel,  di  Puiseux,  di 
Bertrand.  Nel  primo  volume  delle  opere  di  Abel  trovasi  una  memoria  che  ha  per 
titolo  «  RésolutioH  d'un  problème  micaniqui  »,  nella  quale  rin\aensi  una  formola  che,  seb- 
bene apphcata  dall'autore  al  solo  caso  della  tautocrona  percorsa  da  un  grave  nel  vuoto, 
pure  può  usarsi  in  altre  ipotesi  di  forza  e  di  resistenza  del  mezzo.  Perù  il  metodo  più 


BaioscHi,  tomo 
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diretto  alla  ricerca  delle  tautocrone  è  quello  della  derivazione  sotto  il  simbolo  di  inte- 
grazione, del  quale  se  ne  hanno  vari  esempi  in  una  memoria  del  signor  PuiSEUX  *). 
La  difficoltà  comune  nella  applicazione  dei  metodi  del  Bernoulli,  di  Fontaine,  di  Abel, 
di  PuisEUx,  consiste  nella  ricerca  del  valore  della  velocità  nelle  supposizioni  particolari 
per  la  forza  acceleratrice,  e  per  la  resistenza  del  mezzo,  valore  necessario,  come  è  noto, 
per  determinare  il  tempo  impiegato  dal  punto  materiale  a  percorrere  un  arco  qualunque 
della  linea. 

Il  sig.  Bertrand,  in  un  recente  lavoro  **)  sul  problema  delle  tautocrone,  si  pro- 
pone di  dimostrare,  che  la  sola  legge  di  resistenza  del  mezzo,  nella  quale  la  formola  di 
Lagrange  possa  servire  a  determinare  la  forza,  è  precisamente  quella  alla  quale  appli- 
cavasi  il  metodo  di  Fontaixe;  cioè  rappresentata  dalla  somma  di  due  termini,  uno  dei 
quali  proporzionale  alla  sola  velocità,  e  l'altro  proporzionale  al  quadrato  della  velocità. 
Egli  suppone  a  ciò  che  la  forza  risulti  dalla  somma  di  una  funzione  del  solo  spazio, 
e  di  una  funzione  della  sola  velocità,  in  modo  che  la  derivata  seconda  della  forza  ri- 
spetto allo  spazio  ed  alla  velocità  sia  nulla.  Ma  questa  osservazione,  già  fatti  esplicita- 
mente dal  d'Alk.mbert  ***),  non  era  sfuggita  al  Lagrange,  giacché  nella  seconda  delle 
sue  memorie  a  proposito  della  memoria  di  Fontaine  dice  che  «  l'application  que 
«  M.  Fontaine  prétend  fiiire  de  ses  équations  au  cas  où  la  force  p  serait  exprimée  par 
«  17  -f  A'"  ~f"  ^^"'  ~\~  ^  "'  (b'  '■''  ^  étant  des  constantes,  et  g  une  fonction  de  .v)  est  illu- 
«  soire  et  tautive,  conime  il  est  facile  de  s'en  convaincre  avec  un  pcu  de  rélicxion  d'après 
«  les  remarques  que  nous  venons  de  faire  sur  ce  sujet».  Perù  a  ben  altri  i.asi  può  appli- 
carsi la  formola  di  Lagrange,  allorquando  non  ristringasi  la  forza  a  dover  soddisfare 
a  quell'ipotesi;  e  ne  abbiamo  un  bell'esempio  in  quello  trattato  dal  sig.  Necker  f)  e 
richiamato  di  recente  dal  sig.  Bertrand  ff). 

Qualche  lieve  dilfìcoltà  analitica,  od  alcune  considerazioni  non  abbastanza  chiare, 
le  quali  incontransi  nelle  memorie  di  Lagrange,  sono  forse  la  causa  che  in  nessuno 
dei  trattati  di  meccanica,  anche  moderni,  viene  il  problema  delle  tautocrone  presentato 
con  quella  generalità  che  dovrebbesi  attendere  dopo  quei  lavori.  In  questa  Nota,  usando 
del  metodo  di  derivazione  sotto  il  simbolo  di  integrazione,  troviamo,  oltre  la  formola 
di  Lagrange  che  esprime  la  forza  necessaria  a  produrre  tautocronismo,  altre  formole 
generali  che  danno  i  valori  della  velocità  e  del  tempo.  Col  mezzo  di  esse  la  difiicoltà 
nelle  questioni  particolari  viene  ridotta  a  sole  integrazioni  di  funzioni. 


*)  Journal  Jc  M.ithcui.Ttiqucs  purcs  et  appliquccs,  t.  IX  (1844),  p.  409.  Anche  la  teorica  delie  de- 
rivate ad  indice  fratto  offre  un  mezzo  nella  ricerca  delle  tautocrone. 

**)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XII  (1847),  p.   121. 
***)  Mé'moircs  de  IWcadémic  de  Berlin,  année   1765,  p.  401;  année   1770,  p.   121. 
f)  Mtnioires  présentòs  à  l'Acudémie  Royale  de  Fr.mce,  t    IV  (176;),  p.    176. 
■f-f)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XIII  (184S),  p.  251. 
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Considerando  un  mobile  che  percorre  una  linea  qualunque,  si  indichi  con  v  la 
velocità  di  cui  esso  è  dotato  alla  fine  del  tempo  /,  con  p  la  risultante  delle  forze  agenti 
sul  mobile  alla  fine  dello  stesso  tempo,  con  s  la  lunghezza  dell'arco  di  linea  che  alla 
fine  di  quel  tempo  rmiane  ancora  al  mobile  da  percorrere  per  giungere  ad  un  punto 
determinato  della  linea,  e  con  a  la  lunghezza  dell'arco  di  linea  compreso  fra  il  punto 
da  cui  parte  il  mobile  ed  il  punto  determinato.  Chiamando  /  il  tempo  impiegato  dal 
mobile  a  percorrere  l'arco  x,  si  avrà  : 


ds , 


e  la  linea  immaginata  sarà  tautocrona  allorché  sia  /  indipendente  da  a,  cioè  sia  -7—  =  o. 

°  '^  da. 

Per  ottenere  effettivamente  il  valore  della  derivata  di  /  rispetto  ad  a  bisognerà  eliminare 
la  X  dai  limiti  dell'integrale.  Pongasi  a  questo  scopo 

(i)  :^  =  oih, 

essendo  ;^  una  funzione  qualunque  di  5  che  supporremo  annullarsi  per  s  =^0;  k  il  valore 
della  medesima  funzione  nella  quale  in  luogo  di  s  pongasi  a,  ed  w  una  nuova  variabile. 
Osservando  essere  v  funzione  di  i  e  di  a  si  avrà  : 


~       l    v[H^'>k),x]'""' 


dove  con  ò  (oj  k)  intendesi  il  valore  di  s  cavato  dall'equazione  (  i  ),  e  'V  indica  la  deri- 
vata della  'l  (oj  /,•)  rispetto  ad  co  k.  Avremo  quindi  : 


di 
dx 


I 


\ò'Xo'k)ojkk'-\-òXiok)k']v  -  [^'y(oA)o>k'  +  |^1'y(o.À-)A' 


nella  quale  k'  =  -j— .  Da  questa  si  ha  : 


dx  k    J  V-  ds     '' 

e  per  le  linee  tautocrone,  dovendo    essere  y-  =  o  qualunque  sia  a,  si  avrà  : 

dalla   quale  : 

k   di'    ,    ,,,  .    dv  (      ,    'i"(0^\       ^ 


5- 
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Ora,  essendosi  dall'equazione  -  :=  wà;  ricavato  5  =  '•\{m];'),  e  quindi  s  =  ^{jO,  sarà 
da  cui 

r^=v(o,     -S§=r(o-, 

e  questi  valori  sostituiti  nell'equazione  superiore  danno  la 

e  ponendo 
si  avrà  : 


1'  :=  O, 


Questa  equazione  alle  derivate  parziali  del  primo  ordine  integrasi  facilmente  decompo- 
nendola secondo  il  noto  metodo  nelle  due  : 

da.         o  (a)  dv  V      ,  .  . 

ds  9(5)  ds  Cp(i)  '    ^  ^ 

per  cui  la  primitiva  richiesta  sarà  : 

posto 

J  cp  (a)  J  ?  (0 

e  Y  essendo  il  simbolo  di  una  funzione  arbitraria.  Dalla  (2)  si  avrà  anche  la 

La  equazione  (2),  derivata  rispetto  ad  5,  dà 

-  /'  0)  -  T'  (^r  (0)[;J^/  (0  +  '^'/"  co] , 

ossia 

la  quale,  moltiplicata  per  v,  dà 


dv         2?  (s) 
ds  9  (i) 


'  '  (?  (o) 
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ma  V 


d  V 

Ti 


p,  dunque  : 


Pongasi 
(5) 

e  si  avrà,  sostituendo, 


(sj 


p  =  V 


(?(o) 


la  quale  coincide  colla  formola  trovata  da  Lagraxge.  Dalla  equazione    (3)    si    ha    fa- 
cilmente : 


dalla  quale,  integrando, 
supposto 


La  costante  introdotta  dalla  integrazione  si  determinerà  osservando    che   per    la    equa- 
zione (2),  supposto  essere  v  ^  o  allorché  s  =  a,  si  ha  7(0)  ^  o,  e  quindi 

cost.  =  —  y.  (o) . 

Il  valore  trovato  più  sopra  posto  nell'equazione  (2)  dà  la 


(4) 


/W-;(0  =  :-(^)-Ko); 


dalla  quale  si  avrà  il  valore  della  velocità  quando  sia  data  la  espressione  della  forza,  e 
quindi  si  otterrà  il  valore  del  tempo. 

Per  mostrare  l'utilità  delle  formole  trovate  nella  trattazione  dei  casi  speciali,    sup- 
poniamo 

,  /   ^  \  I     ?'(0 


SI  avrà  : 


'  =  -^-(ff5-fi)+-«- 
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Pongasi  -7-v '^^  =  // , 

K  costante;  risulteranno  : 

Per  il  valore  di  cp  (i)  si  avranno  le 

f^yis=f(s)  =  ^[»s  +  iog(i  -  .-"')], 


1^- 

e  la  (4)  diventerà  : 
e 
dalla  quale  : 

v  =  b  e-'  ilr-  —  i)^  —  {r  —  i)\ 

posto  /;  = .  Questo  valore  della  velocità  dà  quello  del  tempo 

'^  Jo  f^(t'"'  -  1)'  -  (e'"  -  ly 
ossia 


2Yac 

Le  forinole  trovate  servono  anche  a  dare  la  equazione  della  linea  descritta  dal  mobile. 

Nel  caso  presente,  se  supponesi  che  la  forza  acceleratrice  sia  l'azione  della  gravità, 
ed  immaginiamo  tre  assi  cui  riferire  quella  linea,  dei  quali  uno,  per  esempio  quello  della 
X,  riteniamo  verticale,  si  avreuDc  : 

?W  =  ;77  =  V('-^    )' 
la  quale  integrale,  supponendo  che  s  ed  .v  si  annullino  insieme,  dà 

n'  _„,    , 

a  ' 

equazione  della  linea  tautocrona  in  quella  ipotesi  per  la  forza  e  per   la    resistenza    del 
mezzo. 

P.ivi.1,  li  26  luglio  r8)2. 

IC.l. 


vili. 

SULLE  LINEE  TAUTOCRONE. 

(In    risposta    ad    alcune    osservazioni    dirette    dal    sig     G.    Bertrand 

al   prof.    B.    Tortolini). 


Aiiìiati  dì  Sri^me  ^Fateniatirlie  e  Fisiche,  temo  IV  (l8s5)i  FP-  62-65. 


Una  nota  intorno  le  linee  tautocrone  '),  da  me  pubblicata  nel  tascicolo  di  agosto 
i8j2  di  questi  Annali,  avendo  richiamaui  l'attenzione  del  sig.  prof.  Bertrand  sopra 
questo  argomento,  diede  origine  ad  alcune  osservazioni  che  il  medesimo  chiarissimo 
geometra  diresse  al  prof.  Tortolini  **).  La  prima  di  tali  osservazioni  tende  a  provare 
che  l'asserzione,  la  quale  trovasi  in  quella  nota  (essere  noto  al  d'Alembert  ed  al  L\- 
GRAXGE  che,  supposta  la  forza  composta  di  due  termini,  uno  dei  quali  sia  funzione  della 
velocità  e  l'altro  dello  spazio  percorso,  la  formola  di  L.a.grange  non  può  dare  la  solu- 
zione che  nei  casi  già  trattati  dal  Fon'taine)  è  esatta  solo  per  quella  parte  che  si  rife- 
risce al  d'Alembert.  Ed  a  questo  fine  il  prof.  Bertrand  dichiara,  che  il  passo  della  se- 
conda delle  memorie  di  Lagraxge  sull'argomento,  da  me  citato  a  convalidare  quella  as- 
serzione, non  si  riferisce  in  nessun  modo  alla  maggiore  od  alla  minore  generalità  della 
formola  di  Lagrange,  ma  ha  per  unico  scopo  la  critica  del  metodo  di  Fontaine. 

Convengo  che  questo  fosse  lo  scopo  di  Lagraxge,  tanto  piìi  che  il  passo  citato 
leggesi  nel  capitolo  intitolato  «  Remarques  sur  la  solution  des  tautochrones  donnée  par 
M.  FoxTAiXE  »,  etc.  ma  parmi  che  l'una  questione  comprenda  l'altra.  Infatti,  dietro 
quale  ragionamento  Lagraxge  dichiara  «  illusoire  et  fautive  l'application  que  M.  Foxtaixe 
prétend  faire  de  ses  équations  au  cas  où  la  force  p  serait  exprimée  par  g  -|-  gii  -f-  hii^  -\-  kn'  »? 


*)  [VII,  pp.  49-54]. 

**)  Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche,  t.  Ili  (1852),  p    547. 
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Io  non  so  rinvenirlo  che  alla  fine  della  pagina  1 20    di    detta   memoria    nelle    parole  : 

«  A  cause  que  M.  I'Oxtaine  suppose  ^ — ^ —  =  o  ».  Questa  parte  della  critica  del  metodo 
^  '  '       a  xo  li 

di  l'ONTAix'E,  unitamente  al  fatto  d'essere  la  memoria  del  Lagrange  posteriore  a  quella 
del  d'Alembert,  inoltre  quest'ultima  memoria  citata  più  volte  dal  Lagrange  medesimo, 
avevanmi  indotto  ad  asserire  che  l'osservazione  del  sig.  Bertrand  non  era  sfuggita  a 
Lagrange. 

La  seconda  osservazione  si  riferisce  ad  un  passo  della  dimostrazione  della  formola 
di  Lagrange  da  me  data  in  quella  nota.  Lo  scopo  di  essa  nota,  dimostrare  la  formola 
di  Lagrange,  basterebbe  a  salvare  quel  passo;  pure  è  verissimo  che  non  ho  dichiarato 
esphcitamente  che  la  detta  formola,  trovata  con  metodo  qualsivoglia,  non  può  sommi- 
nistrare tutte  le  soluzioni  del  problema;  ma  parmi  evidente  fosse  tale  la  mia  idea  al- 
lorquando scrissi  le  parole:  «  Perù  a  ben  allri  casi  può  applicarsi  la  formola  di  La- 
grange  »,  ecc.  (pag.  364)  *).  E  lo  stesso  passo  della  mia  nota  riprodotto  dal  sig.  Ber- 
trand riconferma  questa  asserzione;  giacché  non  dichiarai  necessario  l'annullarsi  del  nu- 
meratore  della    frazione,   di   cui   l'integrale    esteso    fra  i  limiti  o  ed  a  di   il    valore  di 

dt  ,  ,     .     tU  , 

-, — ,   perche   sia  ~, —  =  o  qualunque  ^ia   a. 

civ.  a  et.  ^  ^ 

Non  erami  però  in  allora  suggerito  alla  mente  come  il  metodo  adottato  nella  ri- 
cerca della  formola  di  Lagrange  poteva  condurre  ad  una  formola  assai  più  generale, 
la  quale,  presentandomisi  occasione,  vengo  ad  esporre.  Ritenute  le  denominazioni  usate 
nella  nota  citata,  se  supponesi  che  il  tempo  /  impiegato  a  percorrere  l'arco  a  debba  es- 
sere eguale  ad  una   funzione  individuata  di  a,  cioè  /  =r_-  [x(a),  si  avrà: 

/v'    /  v'  ds  dx' 

•  '  o 

cioè  dovrà  essere 

(.)  —ij 1_, J J-J.  =  (>(»..). 

essendo  p  (i,  a)  tale  funzione  da  verificare  la 

f  ('■■.  «)  —  P  (0,  "'J  =  TT  • 
o  oc 

Derivando  rispetto  ad  s  l'equazione  (i),  ed    operando  sul    risultato   col    metodo   usato 


•)  Vedi  pag.   50  di  questo  volume. 
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nella  nota,  si  ottiene  la 
la  quale  integrata  dà  : 

(2) 

essendo 


e  Y  il  simbolo  di  una  funzione  arbitraria. 
La  (2)  derivata  rispetto  ad  5  dà  : 


^^  =  ^i'i!Ks,^)) 


V^ ^  +  ^«57 


posto  per  brevità 


e  questa,  moltiplicata  per  v'  e  divisa  per  9(5),  conduce  alla 

_    jT   t'     / 1 .  .  3?^\  9'0T\ 

che  è  la  formok  cercata.  Essa  comprende  il  caso  del    uutocronismo  allorquando  sup- 
pongasi la  funzione  2(5,  a)  soddisfare  all'equazione 

f  (^>  *)  =  P  (o,  x) . 

Riassumo  dichiarandomi  pienamente  d'accordo  col  chiarissimo  sig.  Bertrand,  avere  il 
Lagrange  attribuita  troppa  generalità  alla  sua  formoli,  ed  intendo  anzi  che  il  metodo 
di  dimostrazione  da  me  adottato  nella  ricerca  di  essa  serva  a  convalidare  questa  opinione. 


Pavia,  li  7  gennajo   1855. 


[C.]. 


BRioscai,  tomo  I. 


IX. 
SULLE  LINEE  TAUTOCRONE. 

(Lettera  al  prof.  B.  T  o  r  t  o  I  i  n  i). 


Amtalt  iti  Si-ifitzp  .Hatetnatiche  e  Fi^iehf,  tomo  IV  (iSij),   pp.   lOé-ioS. 


Signor  Professore, 

Spiacemi  il  dover  occupare  ancora  una  pagina  degli  Annali  compilati  da  V.  S.  in 
una  quistione  per  la  quale  già  ne  occupai  forse  troppe.  E  tanto  più  mi  spiace,  in 
quanto  che  le  osservazioni  inserite  in  detti  Annali  [t.  IV  (1853),  p.  65]  sono  il  titolo 
«  Sulle  linee  tautocrone,  Osservazioni  aggiunte  all'articolo  del  sig.  Bertr.wd  »  non  me- 
ritando considerazione  veruna  comechè  erronee  o  futili,  anche  la  risposta  a  quelle  osser- 
vazioni non  potrà  avere  alcuna  importanza  scientifica. 

Non  so  comprendere  come  un  matematico  possa  fare  questo  ragionamento. 

Data  la  equazione 

i  =  —  /     .ds, 

supponendo  —  ^  0,  il  valore  di  v  che  si  ottiene  dall'eseguire  etfettivamente  la  deri- 
vazione rispetto  ad  a,  sostituito  nel  secondo  membro  dell'equazione  medesima,  non 
potrà  rendere  t  =  cost.  che  per  forme  assegnate  alla  funzione  arbitraria  che  entra  a 
formare  il  valore  stesso  di  v.  In  questo  ragionamento  l'errore  è  duplice,  sia  cioè  per 
quanto  si  riferisce  al  calcolo  degli  integrali  definiti,  sia  per  quanto  si  riferisce  all'inte- 
grazione di  equazioni  alle  derivate  parziali.  Ma  quantunque  l'errore  sia  manifesto,  di- 
scenderò a  considerare  anco  le  apparenze  alle  quah  pare  si  tenga  principalmente  il 
signor  Anonimo.  La  formola  da  me  data  per  la  velocità  nella  prima  nota   sulle   linee 
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tautocrone  *)  è  la  seguente  : 

(I)  ^'=jr^M/W-/W)' 

della  quale  il  sig.  Anonlmo  dice  «  non  includere  la  condizione  del  tautocronismo  ».  E 
lo  prova  nel  seguente  modo  :  posto 

si  ha 

I 


per  cui 

/  =  f(o)-f(/(a)-/(o)). 

E  quindi,  accontentandosi  delle  apparenze,  dice  il  /  non  essere  indipendente  da  x,  e  la 
forinola  (i)  porgere  il  valore  di  l  libero  dall' integrale  e  nulla  di  più.  Ma  se  il  sig.  Ano- 
nlmo si  fosse  dato  la  pena  di  leggere  con  qualche  attenzione  quella  mia  nota,  avrebbe 
osservato  che,  essendo 


inoltre 

e  quindi 

A,  B  costanti,  si  ha  : 

ed 


/(a)  =  f-4~.doi,      f(s)  =  f-kds 
J^  ^       J   9(a)  J  cp(i) 

_j_  _  F(a)  I     _  l  (s) 

<p(a)  -      k     '      (pO)  l     ' 

/(a)=:log.^/,,         fis)^\og.Bz, 

K^)  -f(s)  =  log.  C^, 

/(,)_/(o)  =  log.co. 


giacché  s;^  è  tal  funzione  che  annullasi  per  i  =  o  (pag.  365)**).  Dunque  il  /  contiene  solo 
apparentemente  la  a,  e  ciò  per  la  natura  stessa  delle  operazioni  eseguite,  lasciando  in- 
teramente arbitraria  la  forma  della  funzione  /,  come  deve  aver  luogo  finché  il  proble- 
ma si  riguardi  dal  solo  lato  analitico. 

Ho  chiamato  anche  futili  le  osservazioni  del  sig.  Anonlmo;  e   tale   appunto    è   la 
seconda  di  esse,  nella  quale  l'autore  chiama  :    impiegare   debilametite   la   dijferen:^ia:{ione 


•)  [VII,  pp.  49-54]. 

••)  (VII,  pp.  49-54  (P-  5  0]- 


SULLE   LIXEE   TAUTOCRONE.  6l 


delia  fnn:^ione  soggetta  all'integrale,  cioè  della 

col  porre  5  =  aw,  w  nuova  variabile,  intendendosi  torse  che  non  sia  debitamente  im- 
piegata quell'operazione  col  porre  ;^  =  koì,  essendo  :;;^  una  funzione  qualunque  di  j,  e  Jb 
il  valore  della  medesima  funzione  dove  in  luogo  di  s  pongasi  x,  come  io  feci  in  quella 
nota.  Se  in  luogo  di  debitamente  avesse  il  sig.  Axoklmo  detto  più  brevemente,  poteva 
analiticamente  aver  ragione:  ma  non  già  nel  problema  delle  tautocrone,  giacché  quella 
ipotesi  condurrebbe  ad  una  formola  per  la  forza  acceleratrice  contenente  una  sola  l'unzione 
arbitraria,  e  quindi  molto  meno  generale  di  quella  di  Lagraxge. 

Pavia,  ii  5  marzo  1855. 

[C.]. 


X. 

SULLE  LINEE  DI  CURVATURA  DELLE  SUPERFICIE. 


AnnaH  di  Sciettse  Mateitiatiche  p  Fisìc/be^  tomo  IV'  (1855),  pp.    12^15^. 


Teorema  I.  —  Se  la  linea  comune  inlerse:^ionc  di  due  superficie  sarà  linea  di  cur- 
vatura tanto  per  l'una  che  per  l'altra  superficie,  lungo  di  essa  linea  le  due  superficie  si 
segano  sotto  un  angolo  costante. 

Sieno 

F  (Xy  v>  0  =  0,         9  (x,  y,  ^)  =  o 

le  equazioni  delle  due  superficie;  posto  per  brevità 

F(x)  =  X,    F'O0=i',     F(0  =  Z,    ^/(x)  =  P,    o'00=Q,    ?'(il)  =  R, 

essendo  la  comune  intersezione  di  esse  linea  di  curvatura  della  prima  superficie,  avranno 
luogo  le  equazioni  : 

i  Xx'-\-Yy'  +  Zi=o, 

^^■^  \x'(YZ'  -  y  Z)  -\-  y' (Z X'  -  XZ')  +  ^'(Xr-  X'Y)  =  o; 

ed  essendo  anche  linea  di  curvatura  della  seconda  superficie,  sussisteranno  le 

\  Px+Qy'  +  Rl'  =  o 

^'^  /  x'(QR'  -Q'R)  +  y'(RP'  -  R' P) -\-  ^'(PQ'  -F0)  =  o. 

Dalla  prima  delle  equazioni  (i)  e  dalla  prima  delle  (2)  si  hanno  le 

(5)- 


X y_ ^ 


YR-  Z0~  ZP—  XR        XQ—YP' 
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per  le  quali  le  altre  due  equazioni  si  trasformano  nelle 

{PX'-{-QY'-\-RZ')(r-\-  r  +  Z^)-(PA'+  QY  +  RZXXX' -\-  YY'  +  ZZ')=.o , 
(XP'  +  YQ-  +  ZR'XP-  +  Q^  +  R^)  -  (PX  -{-QY+  RZ^PP'  +  QQ  +  RR')  =  o  ; 
le  quali,  moltiplicate  ordinatamente  per 


VP'  +  Q'-\-  R'        VX'  -{-  Y'--^  Z' 

e  sommati  i  risultati,  danno  la  : 

r  PXJ^QY+RZ  T_^. 

IVP'-  +  Q'  +  R'  VX'  -\-Y'-\-  r\ 

quindi  integrando,  tza. 

Questo  teorema  è  una  delle  questioni  proposte  nel  fascicolo  del  novembre  1852 
(t.  XI,  p.  402)  dei  «  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  ». 

Teore.ma  II.  —  Supposto  che  due  superficie  si  seghino  lungo  la  linea  di  comune  in- 
tersezione sotto  un  angolo  costante,  se  questa  linea  sarà  linea  di  curvatura  per  l'mia  delle 
superficie  lo  sarà  anche  per  l'altra. 

Ritenute  le  stesse  denominazioni  sussisteranno  le  tre  equazioni  : 

Xx'  +  Yy'  +  Z^'  =  0,         P.V'  +  0  v'  -f  ;? -•  =  0 , 
PX+  QY-\-  RZ  _^^ 

Vp^^qTVR'  VX'  -{-  i-  +  z'  ~"  '* 

/;  costante.  Derivando  la  terza  di  queste  si  giunge  facilmente  alla 

(A-_|_  Y' +  Z--)[{Y R  -  Z Q){OR'  ^  Q R) 

+  {ZP-  XR)(RP'-  R'P)  -\-  (XO-  YP)(PO'  -  FQ)] 

-  (F  +  Q^  +  R'')[(YR  -  ZQ)(YZ'  -  Y' Z) 

+  (ZP  -  XR)(ZX-  -  Z'X)  -f  (X  2  -  }'P)  (.Y  Y-  -  X'  Y)]  =  o, 

la  quale  per  le  equazioni  (3)  assume  la  forma  : 

(X=  +  Y'  +  Z')[x'(QR'  -  Q'R)-^y'(RP'  -R'P)-\-  -'(PG'  -  P'  0] 

=  (P'  -\-Q'-\-  R')[x'(YZ'  -  yZ)  +  J'(ZX'  -  Z'X)+  -'(X  F'  -  X'  r)]. 

Da  questa  equazione,  osservate  le  (i),  (2),  deducesi  subito  il  teorema. 

Teorema  III.  —  Supposto  che  una  superficie  venga  segata  da  altre  due  in  modo  che 
le  due  linee  comuni  intersc:;ioni  sieno  per  la  prima  superficie  linee  di  curvatura  corrispon- 
denti ad  uno  stesso  punto,  ed  anche  linee  di  curvatura  per  la  seconda   e   ter::^a   superficie, 
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queste  due  ultime  superficie  si  segheranno  lungo  la  loro  comune  intersezione  sotto   un   an- 
golo costante. 

Sia  ò  (a-,  ;•,  :^)  =  o 

la  equazione  della  terza  superficie,  e  posto 
pel  primo  teorema  si  avranno  le 

j     /p  +  2^  +  i?^  i^.r  +  Y'  +  z=       ' 

{   S'V  +  M^  +  A'^  iX'  -\-Y'  +  Z'   ~    ' 

ed  indicando  con  p,  q,  r  le  coordinate  di  un   punto   della    comune   intersezione    della 
prima  e  terza  superficie,  pel  dato  teorema  sussisteranno  le 


\ 


P' 


(5)  !   YN  —  ZM~  ZL  —  XN  ~  XM  -  YL 

Quest'ultima  equazione;  osservate  le  equazioni  (3)  e  le  (5),  diventa  : 

C PL  +  OM  +  RX) (X=  -f  }-  +  Z^)  -  (PX  -\-QY+RZ)(LX-^M Y  +  NZ)  =  o  ; 

e  quindi  per  le  equazioni  (4)  : 

PL+OM  +  RX  _^^^. 

VP^'  +  Q'  +  -R'  Vi-'  -i-  M'  -\-  N' 

Come  corollario  di  quest'ultimo  teorema  e  del  teorema  II  si  ha  evidentemente  : 

Teorema  I\'.  —  Supposto  che  una  superficie  venga  segata  da  altre  due  in  modo  che 
le  due  linee  comuni  interse:^oni  sieno  per  la  prima  superficie  linee  di  curvatura  corrispon- 
denti ad  uno  stesso  punto,  ed  anche  linee  di  curvatura  per  la  seconda  e  tcr:^a  superficie,  se 
la  linea  comune  interse::jone  di  queste  due  ultime  superficie  sarà  linea  di  curvatura  per 
una  di  esse,  lo  sarà  anche  per  l'altra. 

Dai  teoremi  I  e  II  si  deducono  anche  i  seguenti  : 

Teorema  V.  —  5l'  le  linee  comuni  inlerse:joni  di  tre  superficie  saranno  a  due  a  due 
linee  di  curvatura  per  le  superficie  stesse,  lungo  quelle  linee  le  superficie  si  segheranno  sotto 
angoli  costanti. 

Teorema  VI.  —  Se  tre  superficie  si  segheranno  a  due  a  due  lungo  le  linee  di  comune 
intersexjone  sotto  angoli  costanti,  e  le  linee  di  comune  interse:^ione  fra  la  prima  e  seconda 
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superficie,  prima  e  ier-:^a,  seconda  e  ter::^,  saraimo  ordinatamente  lince  di  curvatura  per  la 
prima,  per  la  terxfi,  per  la  seconda  superficie,  lo  saranno  anche  per  la  seconda,  per  la 
prima,  per  la  lcr:^a  superficie. 

Teorema  VII.  —  Se  le  linee  comuni  iiiterse::ioni  di  tre  superficie  saranno  due  a  due 
per  ciascuna  superficie  linee  di  massima  e  di  minima  curvatura  corrispondenti  al  loro  punto 
comune,  quelle  superficie  saranno  ortogonali. 

Indicando  con  /,  m,  n  le  coordinate  di  un  punto  della  comune  intersezione  della 
seconda  e  terza  superficie,  si  avranno  le  equazioni  : 

Xx'  +  Yy'  +  Z^'  =  o  ,     Xp'  +  Yq'  +  Zr'  =  o  ,     PV  -\-  Qm'  +  Rn'  =  o, 

Px'  +  2>''  +  ^ ^'  =  0  ,     Lp'  +  A/ 9'  +  AV  =  o  ,     LI'  +  Mm'  +  Nn'  =  o  . 

PX-\-  QY4-  RZ 

=  a , 


VP'+  <2'  +  R'VX'+  r 

+  Z^ 

LX-\-  MY+NZ 

]'U  +  W  +  N'  J/A'=  +  Y- 

■■-{-z^ 

LP-^  M0-\-  NR 

=  P ,       >  (a,  b,  e  costanti) 


=  C, 


YU  4-  Ar  +  N'  |/F  +  <2'  +  R' 

p'  x'  -{-  q'  y'  -j-  r' -'  =  o  ,     l'  x'  -j-  '«'>''  +  «'\'  =  O  ,      ''/>'  +  '"'  l'  +  «V  =  0. 

Per  queste  equazioni,  rammentato  il  teorema  III,  si  avranno  le 

a  ^  bc ,        b  ^^  ac  ,        e  =^  ab  ; 

unica  soluzione  delle  quali  è  la  a  :=  /;  =  e  =  o,  trascurandosi  la  a  =  /;  =  e  =  i   per 
ragioni  facilmente  vedute.  Dunque  si  avranno  le 

PX-\-  QY-{-  RZ  =  o,    LX-{-  MY-^  NZ^o,    LP -{- M  Q-\- NR  =  o; 

ossia  le  tre  superficie  sono  ortogonali. 

[R.]. 


XT. 

SULLA  INTEGRAZIONE  DELLA  EQUAZIONE  DELLE  GEODETICHE. 


Aitìiatt  (li  Scit^iize  ^TatPiHattche  e  Fisiche^  tomo  IV  (iSi;),  pp.   lJJ-13). 


La  equazione  della  geodetica  per  una  superficie  qualunque  sotto  la  forma  assegna- 
tagli da  Gauss  è  la  seguente  : 

r\  w  I        làE   ,        dG   ,\ 

^  ^  iVEG  \àv  du     J' 

supposte  :  le  linee  ti  =  cost.,  v  =  cost.  essere  ortogonali, 

e  0  l'angolo  che  la  geodetica  fa  colla  linea  v  =  cost.  Gli  accenti  indicano  derivate  ri- 
spetto ad  una  variabile  qualunque,  la  quale  riterremo  essere  l'arco  della  geodetica.  Dalle 
note  equazioni  : 

(2)  cos  H  =  u'\'E,       sen  h  —  v'  \'G, 

si  ottiene  la 

sen  f)  cos  0  =  u'v'yiTG, 

per  la  quale  la  (i)  si  muta   nella 

.        .  ,,         ,    ,idE    ,       SO    A 

2  sen  9  cos  y.  b    =  ;<  ;•  i  -^~-  u ^-  v  I , 

\dv  Oli      J 


e  per  le  (2)  nella 


(3)  2  sen  9  cos  9. 9'  =  ^  |^  -/  cos^  H  - -^^n'  sen^  e. 
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Sotto  questa  nuova  forma  la  equazione  della  geodetica  si  presta  facilmente  all'integra- 
zione in  molti  casi.  Se  supponiamo  E  =  G  ^  a,  oppure  E  =  >'-(p(?<),  G  ^=  Ài(t'), 
essendo  >.  una  funzione  di  ;ì  e  di  v,  si  avrà  : 

2  A  sen  0  cos  'J.  0'  =:  •^- 1''  cos'  0  —  ^;—  m'  sen'  6  ; 
dv  o  u 

e  supposto  A  =  a  (;()  -\-  [i  (i')  si  ha  : 
x'  (il)  u'  sen'  e  -j-  2  a  (;<)  sen  0  cos  6.  Ò'  -f-  2  (i  (i')  sen  0  cos  G.  6'  —  (i'  (i')i''  cos'  0  =  o, 

che  integrata  dà  : 

a  00  sen'  6  —  fi  (i')  cos'  B  =  a, 

a  costante.  In  questo  caso  sono  comprese  le  integrazioni  dell'equazione  della  geodetica 
sulla  sfera,  sull'ellissoide,  ecc. 

Supponiamo  che  le  linee  per  le  quali    v  =  cost.  sieno  linee    geodetiche;   si   potrà 
porre  E  =  i,  e  la  equazione  (3)  diventa  la 

I    dG 

G  du 
osservando  essere 

r.         dG    ,    ,     dG    , 

Oli  dv 

se  ritiensi  G  funzione  della  sola  variabile  11  si  avrà  : 

2cotfJ.G'4--LG'  =  o, 
(j 

che  integrata  dà 

G  sen'  e  =  ^  , 

A  costante.  Questo  caso  comprende  le  integrazioni  dell'equazione  della  geodetica  sulle 
superficie  di  rotazione,  sull'elicoide  gobba,  ecc. 

Pavia,  li  22  marzo   1855. 

[R.]. 


2  cot  0.0'  -[-  -p^-^ —  /('  ^  0, 


XII. 

INTORNO  AD  ALCUNE  FORMOLE  CHE  SI  RISCONTRANO 
NELLA  TEORICA  DELLE  SUPERFICIE. 


Aiutnli  di  Scù-ttse  Mat&matU'hf  e  Fìsiche,  temo  IV  (1855),  pp.  232-235. 


Le  espressioni  trovate,  dapprima  dal  sig.  Lamé,  ed  in  seguito  dai  sigg.  Bertrand, 
BoNNET,  ecc.,  pei  raggi  di  curvatura  corrispondenti  al  punto  comune  intersezione  di 
tre  superficie  ortogonali,  furono  recentemente  dimostrate  dal  sig.  Liouville  *)  quali 
casi  particolari  di  altre  espressioni,  che  si  riscontrano  nella  ricerca  delle  grandezze  dei 
raggi  di  curvatura  delle  sezioni  normali  corrispondenti  al  punto  comune  intersezione  di 
tre  superficie  qualunque.  A  questo  scopo,  indicando  con  u,  v,  tv  tre  parametri  varia- 
bili esistenti  nelle  equazioni  delle  tre  superficie,  e  ponendo 

\du}~^\du}  "^  va,,  }  —  ^^   du  dv  ~^  du  dv   "^  da  dv~     " 

\dv}^\èv}^\dvl~''        du  dw^  du  òw^  du  dw 

il  sig.  Liouville  dà  la  formula  per  la  grandezza  del  raggio  di  curvatura  di  una  sezione 
normale  per  una  qualunque  di  quelle  tre  superficie,  per  esempio  per  quella  per  la  quale 


')  Journal  de  Mathémanques  pures  et  appliquées,  t    XVII  (1852),  p.  478. 
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tv  =  cost.,  formata  mediante  le  E^,  E^,  E^,  F  ^,  F^,  f , ,  e  loro  derivate,  ed  i  parametri 
II,  V.  Analogamente  si  ponno  ottenere  le  formole  pei  raggi  di  curvatura  delle  sezioni 
normali  corrispondenti  alle  altre  due  superficie. 

In  questa  breve  Nota  proponiamo  un  mezzo  semplicissimo  a  dimostrare  la  for- 
mola  enunciata  dal  sig.  Liouville,  col  qual  mezzo  si  ponno  ottenere  altre  importanti 
formole  approfittando  delle  note  ricerche  intorno  alla  teorica  delle  superficie.  Osservia- 
mo che,  assumendo  per  brevità 


D  = 


D,= 


si  hanno  le  seguenti  equazioni 

■  SE, 
DH=  L  = 


d'x 

du' 

du' 

d'x 
du  dv 

d'y 
du  dv 

d'I 

d  u  d  V 

dx 

dv 

dy 
dv 

dv 

.    ^,= 

dx 

dv 

dy 
dv 

di 
dv 

dx 

du 

dy 
du 

du 

dx 

du 

dy 
du 

di 
du 

d\x 

dv' 

d'y 

dv' 

dv' 

dx 
du 

dy 
du 

d  u 

dx 
dv 

dv 

di 

dv 

,    H  = 

dx 
dv 

dy 
dv 

di 
dv 

dx 

dy 

d-. 

dx 

dy 

a^ 

du 

du 

du 

dw 

diu 

dw 

-   d  u 
E. 


dF^        .  dE^ 

du  -    d V 

E. 
F, 


dF, 


dE. 


du         ^  dtu 
E. 

e' 


D.  H—M  — 


DH  =  N  = 


dF. 


.    dE^ 

'    du 

E. 
E. 


-  \  3  H  dv         dw  J 


dE, 


dv  ^    du 

E. 
H'  = 


■  dE^ 

^    dv 

E. 
E. 

E.  E^     F, 

F,  E^    E, 
E,     e'    e' 


E, 
E, 

dF,        ,  dE^ 

dv         '  dw 

E. 

y 

E, 
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Ora,  la  grandezza  del  raggio  di  curvatura  di  una  sezione  normale  qualunque  fatta 
alla  superficie  w  =^  cost.  vien  data  dall'espressione  : 

r    ~  A 

essendo 


quindi  si  avrà  anche: 

j_  _  L,r-  -{-  2Mu'v'  -j-  Nv" 
r    ~  IH 

la  quale  è  l'espressione  data  dal  sig.  Liouville. 

Notiamo  che,  supposto  essere  F^  =^  F,  ^  F.  ^  o,  cioè  nel  caso  delle  coordinate 
curvilinee  ortogonali,  si  ha  Af  =  o,  e  quindi  Z)^  =  o  non  essendolo  H;  per  cui  le  linee 
rappresentate  dalle  equazioni: 

V  =  cost.,     w  =  cost.;        /(  =  cost.,     w  =  cost. 

saranno  linee  di  curvatura  per  la  superficie  iv  :=  cost.  Analogamente  per  le  altre  due 
superficie. 

Lo  stesso  metodo  conduce  all'espressione  della  somma  dei  raggi  reciproci  di  mas- 
sima e  minima  curvatura  per  una  qualunque  fra  quelle  tre  superficie.  Infatti,  indicando 
con  r  ,  r^  ì  raggi  di  massima  e  di  minima  curvatura  corrispondenti  al  punto  di  coor- 
dinate .V,  y,  ^  della  superficie  w  =  cost.,  si  ha  la  nota  equazione  : 

I  I    _   iD^F,  —  DE,  —  D,E^ 

quindi  si  avrà  : 

I  I    _    2MF,  —  LE,  —  XF, 


r.  r. 


\'H 


espressione  formata   colle    £,  ,  £, ,  E.,  f , ,  F, ,  E.    e   colle   loro  derivate.  Supposto 
f .  =  f ,  ^  F.  =  o,  si  ha  : 


e  quindi 


M  =  o,    L  =  |£.£,^,      N=^E^E^^, 


j_    ,    J_  _  I      d  log  £,  £, 


ed  analogamente  per  le  altre  due  superficie. 
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Nello  stesso  modo  si  potrebbero  determinare  i  raggi  dei  circoli  osculatori  delle 
linee  comuni  intersezioni  delle  tre  superficie,  ed  in  generale  si  otterrebbero,  formate 
colle  £_ ,  £",,...  e  loro  derivate,  tutte  quelle  espressioni  che  contengono  queste  quantità 
e  le  D,  D,  ',  £»,. 

Pavi.T,  li  26  maggio   1853 

[C.]. 


XIII. 

SULLA  VARIAZIONE  DELLE  COSTANTI  ARP.ITRARIE 
NEI  PROBLEMI  DELLA  DINAMICA. 


Aniinìi  di  Scirmr  Mat'^ìnatichr  e  Fisiche^  ionio  IV  (iS;j),   pp.   29S-;u, 


Le  ricerche  di  Euleko,  di  Lagraxge  e  di  Laplace  intorno  le  variazioni  degli  ele- 
menti delle  orbite  dei  pianeti  furono  il  primo  passo  alla  teorica  della  variazione  delle 
costanti  arbitrarie  nei  problemi  della  Dinamica.  Le  formole  generali  per  le  quali  si  hanno 
le  variazioni  delle  costanti  vennero  trovate  da  Lagrange;  esse  danno  i  valori  delle  deri- 
vate parziali  rispetto  alle  costanti  delk  funzione  delle  forze  perturbatrici  espressi  per 
mezzo  della  somma  dei  prodotti  delle  derivate  rispetto  al  tempo  delle  medesime  costanti 
arbitrarie  per  alcune  espressioni,  la  proprietà  caratteristici  djlle  quali  si  è  di  non  con- 
tenere esplicitamente  il  tempo.  Col  mezzo  di  queste  formole  la  ricerca  delk  variazione 
delle  costanti  è  ridotta  alla  risoluzione  di  molte  equazioni  di  primo  grado  ad  altrettante 
incognite.  Allo  scopo  di  evitare  questa  operazione  Poisson  pensò  di  esprimere  le  deri- 
vate delle  costanti  arbitrarie  per  mezzo  delle  derivate  parziali  della  funzione  delle  forze 
perturbatrici,  e  le  formole  a  cui  giunse,  le  quali  ponno  dirsi  le  reciproche  di  quelle  di 
Lagrange,  contengono  pure  funzioni  aventi  la  proprietà  caratteristica  identica  alla 
esposta  per  quelle  di  Lagrange.  I  lavori  più  recenti  di  Cauchy,  di  Binet,  ecc.  sull'ar- 
gomento contengono  nuove  dimostrazioni  delle  formole  di  Lagrange  e  di  Poisson,  ed 
applicazioni  di  esse  a  casi  parncolari.  Devesi  a  Jacobi  l'aver  ridotte  le  formole  per  la 
ricerca  delle  variazioni  delle  costanti  a  semplicissima  forma,  od  averle  ridotte,  come  le 
denomina  quell'autore,  alla  loro  forma  canonica.  Quelle  formole  si  dicono  avere  la 
forma  canonica,  allorquando  si  possa  esprimere  la  derivata,  rispetto  al  tempo,   di  una 
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qualsivoglia  costante  arbitraria,  per  la  derivata  parziale,  rispetto  ad  un'altra  costante, 
della  funzione  delle  forze  perturbatrici;  vale  a  dire  allorquando  saranno  eguali  all'u- 
nità alcune  di  quelle  funzioni  dotate  della  proprietà  enunciata,  e  le  altre  saranno  nulle. 
Lagrange  aveva  già  dimostrato  alla  sez.  \'  della  seconda  parte  della  Mécauique  ana- 
lititjiie  come  ciò  avvenga  ogni  qualvolta  si  assumano  a  costanti  arbitrarie  i  valori  iniziali 
delle  coordinate,  ed  altre  quantità  dipendenti  dai  valori  iniziali  delle  velocità  componenti; 
questa  osservazione  non  era  sfuggita  al  Poisson;  ma  Jacobi  in  un  teorema  enunciato 
nel  tomo  V  dei  «  Comptes  Rendus  »,  e  dimostrato  in  seguito  dal  sig.  Desboves,  ha 
dato  un  altro  sistema  di  costanti  per  le  quali  verificasi  quella  proprietà.  Queste  costanti 
arbitrarie  sono  quelle  che  si  incontrano  allorquando  si  determinano  gli  integrali  di  un 
problema  di  Dinamica  col  mezzo  di  una  equazione  alle  derivato  parziali  del  pr  mo  ordine 
come  insegnarono  Hamilton  e  Jacobi. 

È  noto  che,  indicando  con  q^,  q^,  ...  </„  ;;  variabili  indipendenti,  in  funzione  delle 
quali  sieno  date  le  coordinate  dei  punti  di  un  sistema,  con  T  la  semisomma  delle  forze 
vive,  con    U  la    funzione   delle  forze,  e  con   p,,  p,,  ■  ■  ■  p„  ordinatamente   le    espres- 
sioni        ,  ,  ,  . . .         ,  ,  e  denominando  o  una  soluzione  completa  della  equazione 
5'7,        àq,  dq„ 

alle  derivate  parziali  del  primo  ordine 
le  equazioni  : 


(.)  '■-''+ir  =  °- 


!i   = 


do 

'  ^'  =  dqr- 

••  P,. 

_3? 
~  àq„ 

do 

'^-   do,,'   • 

■■    '^., 

df 

(2) 


sono  le  equazioni  integrali  del  movimento;  nelle  quali  y.^,7.^,  ...  a^^  sono  le  /;  costanti 
introdotte  dall'integrazione  della  e  juazione  alle  derivate  parziali,  ed  insieme  alle  [i, ,  fi^ , ...  [i^ 
sono  le  2  H  costanti  arbitrarie  delle  equazioni  integrali  dA  movimento. 

Ora,   indicando   con   l  ~-  1  la  derivata  totale  della  funzione  9  rispetto  ad  a^ ,  si  ha  : 

\doLj        doi^~^  Z-dq^   dy./  \d<^,l~~Z-dq,d'^/ 

le  quali  equazioni,  osservando  alle  superiori,  si  mutano  nelle 

Si  derivi  la  prima  di  queste  equazioni    rispetto  a  [i^ ,  la  seconda  rispetto  ad  a^ ,  e  set- 
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traendo  i  risultamenti  si  ottiene  la 

V  (Eh.  èIl.  _  ih.  ìiA  — , 

Affatto  analogamente  si  dimostrerebbero  le  altre  tre  equazioni  seguenti  : 

I  primi  membri  di  queste  equazioni  sono  i  tipi  di  tutte  quelle  funzioni  che  entrano 
nelle  formole  generali  date  da  Lagraxge  per  la  ricerca  delle  variazioni  delle  costanti 
arbitrarie. 

La  proprietà  or  ora  dimostrau  per  le  funzioni  di  Lagraxge,  sussiste  anche  per 
quelle  che  entrano  a  comporre  le  formole  di  Poissox;  vale  a  dire  alcune  di  esse  si  annul- 
lano identicamente,  ed  altre  eguagliano  l'unità.  Dal  confronto  delle  formole  di  pertur- 
bazione ridotte  alla  forma  canonica  con  quelle  trovate  da  Poisson,  nasce  spontanea  la 
esposta  osservazione;  ma  per  distinguere  quelle  funzioni  che  annullansi  da  quelle  che 
sono  eguali  all'unità,  faremo  uso  di  alcune  forinole  dovute  al  sig.  Cauchy,  le  quali  con- 
tengono le  relazioni  generali  fra  le  funzioni  di  Lagraxge  e  quelle  di  Poissox.  Deno- 
miniamo a^,  rt, ,  ...  a^^  211  costanti  arbitrarie  di  un  problema  di  Dinamica,  e  poniamo 
per  brevità  : 

K-.  "J-2.\da,   da,         da,   daj' 

da_   da.         da.    da. 


P  -.  \r^  /  da,   0«,         da^    da\ 

K,  '■'.ì  - 2_\dp;  ~d^  ~  ~d^  ~dp;ì' 


la  seconda  delle  quali  espressioni  è  il  tipo  delle  funzioni  di  Poisscx.  Le  formole  dovute 
al  sig.  Cauchy  si  ponno  ridurre  alle  due  seguenti  : 

^(rt,,  ^7,)[rt,,  a]  =  1,  ^(rt;,  '',)['',,  ",]  =  0. 

Quindi  osservando  alle   equazioni  (3)  dedurremo    facilmente   che,   supposte  le  costanti 
del  problema  essere  le  a_ ,  a,,  ...  [:ì^  ,  |s,,  .  . .  ,  sussisteranno  le  equazioni: 

(4)  K,  '^rì  =  1,     K,  k]  =^  o,     [y.,,  y.,]  =  0,     [^,  ?,]  =  o  . 
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Ciò   posto,   se  si   ritengono  le  formole   del   moto   non   perturbato    rappresentate   dalle 

equazioni  : 

(djjA  _  d(T-U)  (lp\  _  _  d(T-U) 

\dt    }  ~  dp^  '  \dt    }  "~  dq, 

nelle  quali  facciasi  r  =;  i,  2,  ...  ;;,  e  le  formole  del  moto  perturbato  rappresentate  dalle 

111  —  ^(r—  U—  P)  Ai'  -^  d(T—  U—  P) 

di    ^  dp^  '  di'  ~  dt]^ 

nelle  quali  P  rappresenta  la  funzione  perturbatrice,  sussisteranno  le  equazioni  : 

^-raa ,/  dq\     ,     5=^,    (  dp,\l  _  V  (dy-,    dq^         da,    dp\  _   dx^ 

2-La<7,  \dl    }~^  dp,  \dt    }j~'     ^\dq,   dt    "^  dp^   dt  )  ^  di   ' 


e  per  conseguenza 


^  —  V  (È^ÈJL        ^°^.    dP\ 


di  Z_  \dp^   dq^         a 

Ora  si  osservi  essere 

dq,  ^2l\aa.   dq^  +  ap;   a^/J'       dp^  ~  2L  \dy.,    dp,   ~^  dp.    dpj' 
per  cui,  sostituendo  ed  avendo  riguardo  alle  equazioni  (4),  si  ha  : 

<Ja,  _  dP 

dt  '~  aii,  ■ 

Le    formole    per   la    variazione   delle   costanti    ridotte   alla   loro    forma    canonica    sono 
quindi  le  : 

(5) 


<fa,           oP 

d7.,            dP 

ja,      a? 

dt  ~  ali,  ' 

di  ~  ali,'      • 

■■     di            dp„' 

</(i,          dP 

di     ~        doi,' 

Jli,         a? 
dt  ~     aa ,'  •■ 

d'i',.   _         dP 

"   di    ~      a  a., 

Osserviamo  che,   allorquando   U  non  contenga  esplicitamente  il  tempo,  e  quindi  abbia 
luogo  il  principio  delle  forze  vive,  si  ha  : 


T—  U 


X 


e  che,   supponendo   essere  la  funzione  '^  una  soluzione  completa  di  ques'ultima  equa- 
zione, gli  integrali  del  problema  sono  dati  dalle 

I              d'i/                                d^  d^ 

)._5^              fc-^/-^^  B-11. 
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ma  le  equazioni  (4)  sussisteranno  ancora,  e  le  (5)  daranno  ancora  la  variazione  delle 
costanti.  La  proprietà  caratteristica  delle  funzioni  [a. ,  a J  di  rimanere  costanti  per  tutta 
la  durata  del  movimento  venne  da  Jacobi  considerata  come  utile  mezzo  nella  ricerca 
degli  integrali  dei  problemi  di  Dinamica.  Infatti,  in  una  lettera  diretta  da  quel  celebre 
autore  all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  poco  tempo  dopo  la  morte  di  Poissox,  a 
proposito  della  proprietà  di  quelle  funzioni  enuncia  il  seguente  teorema  :  «  Supponendo 
«  che  in  un  problema  di  Dinamica  abbia  luogo  il  principio  delle  forze  vive,  se  si  cono- 
«  scono  due  altri  integrali,  oltre  l'integrale  fornito  da  questo  principio,  se  ne  può  dedurre 
«  un  terzo  in  un  modo  diretto,  e  senza  neppure  fare  uso  di  quadrature.  Continuando 
«  il  medesimo  processo  si  otterrà  un  quarto,  un  quinto  integrale,  e  cosi  via  ». 

Il  processo  a  cui  allude  Jacobi  si  è  di  approfittare  della  proprietà  della  funzione 
[a^,  aj,  formata  mediante  le  due  costanti  dei  due  integrali  conosciuti,  coll'eguagliark 
ad  una  terza  costante  arbitraria,  ed  ottenere  cosi  in  generale  un  altro  integrale.  Poisson 
aveva  già  osservato  come  questa  terza  costante  arbitraria  potrà  in  alcuni  casi  ridursi  ad 
una  costante  determinata,  e  J.\.cobi  nella  lettera  ditta  fa  riflettere  come  quel  terzo, 
quarto,  . . .  integrali  ottenuti  in  quel  modo  potranno  in  questioni  particolari  risultare  da 
combinazioni  dei  già  trovati.  Bertrand,  in  un  recente  lavoro  sulla  integrazione  delle 
equazioni  della  Dinamica  *),  giunse  a  dimostrare  come  questi  due  casi  rientrino  l'uno 
nell'altro,  e  come  possano  esistere,  per  un  problema  qualunque  di  Dinamica,  integrali 
che  soddisfano  all'una  od  all'altra  delle  equazioni  : 

(7)  k.  ^s]  =  I.        K>  '^]  =  0. 

Poggiando  sulla  dimostrata  possibilità  di  ridursi  identiche  queste  due  ultime  equazioni, 
il  sig.  Bertrand  deduce  un  metodo  per  la  ricerca  degli  integrali  di  un  problema,  allor- 
quando uno  o  più  di  essi  siano  conosciuti,  e  Io  applica  vantaggiosamente  in  varj  casi 
particolari.  Infatti,  supponendo  che  a^  fosse  costante  arbitraria  di  un  integrale  conosciuto, 
le  equazioni  (7)  sono  equazioni  alle  derivate  parziali  del  primo  ordine  e  lineari,  le  quali 
in  molti  casi  particolari  saranno  integrabili,  e  forniranno  altri  integrali  del  problema.  Se 
consideriamo  ora  die,  supposte  le  costanti  a, ,  a^,  .  . .  a,,_  rispettivamente  eguali  alle 
x_ ,  a, ,  . . .  fj_ ,  i. ,  .  .  .  sussistono  identicamente  le  equazioni  (4),  è  cliiaro  che  per  mtti 
gli  integrali  di  un  problema  di  Dinamica  potranno  verificarsi  equazioni  analoghe  alle  (7); 
e  che  in  questo  caso  gl'integrali  medesimi  saranno  quelli  che  si  ottengono  col  metodo 
di  Ha.milton.  In  questo  modo  viene  a  generalizzarsi  l'importante  processo  dovuto  al 
sig.  Bertrand,  e  viene  determinato  un  sistema  di  costanti  arbitrarie  pel  quale  esso  ha 
luogo. 


•)  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XVII  (1852),  p.  393. 
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Per  rendere  più  chiaro  il  nesso  fra  gli  integrali  ottenuti  col  metodo  di  Hamilton, 
e  quelli  che  si  hanno  dal  metodo  di  Bertrand,  incominceremo  dal  considerare  il  movi- 
mento di  un  punto  materiale  attratto  da  un  centro  fisso,  supponendo  la  grandezza  del- 
l'azione essere  una  funzione  del  raggio  vettore.  Le  equazioni  alle  derivate  rappresentanti 
questo  movimento  sono  : 

dx  ,  dy  ,  dx'  x  dy'  y 

Il  principio  delle  forze  vive  dà  : 

essendo   t/ = — J?('')'''''j  '^'^  ^-i  ^"-^  i^ostante.  Pel  noto  metodo  di  Hamilton,   fatto 

d'I  ,      ai 

la  equazione  alle  derivate  parziali  sarà  : 


Un  integrale  di  questa  equazione  essendo 

d»  :=  a    are  tang  -^ \-  1  - — ^ ■ '- — 

^    A-      '     '  /- 


3t'    , 

-^di- 


nella  quale  a,  è  una  nuova  costante,  gli  integrali  del  problema  saranno  : 

V-  =  'ire  tang  -^ /  —  (/r  =  B  . 

ó^-.  "   -v        ./    ,-|/2(t;+a.)r^  — a^ 

Gl'integrali  inlcniwdj  sarebbero  dati  dalle  equazioni  : 


Dalle  quah  si  ha  il  quarto  integrale  : 

xy'  —  x'y 
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Ora  osserùamo,  che,  per  quanto  si  è  dimostrato,  le  tunziom  di  Poisson  per  questo  caso 
particolare  devono  avere  i  valori  : 

(8)  [==,.'^.]  =  i,     K,'^J  =  i,     [^.  ==.]  =  [-•.,  '^J  =  K,'^,]  =  [!^.,  ^]  =  o. 

Il  prof.  Bertrand  applicando  il  suo  metodo  a  questo  caso  ammette  l'integrale  del  prin- 
cipio delle  aree;  e  quindi  le  equazioni  alle  derivate  parziali  di  primo  ordine  e  lineari  sono 
le  due  : 

(9)  [^. .  "]  =  o,         [a, ,  /']  =  I , 

essendo  a,  b  costanti  arbitrarie.  L'integrazione  della  prima  di  queste  equazioni  conduce 
quell'autore  a  due  nuovi  integrali,  di  cui  l'uno  è  una  combinazione  degli  integrali  del 
principio  delle  aree  e  di  quello  delle  forze  vive,  e  l'altro  dà  il  valore  del  tempo;  e  la 
integrazione  della  seconda  dà  l'equazione  della  trajettoria.  Ora  vedesi  facilmente  come 
i  medesimi  tre  integrali  corrispondono  alle  tre  equazioni  : 

(io)  ['^..^.]  =  o>         [='..  1^,]  =  o,         [a:^,[ij  =  i, 

le  quali  sono,  fra  le  sei  equazioni  (8),  le  sole  tre  in  cui  entri  la  costante  a,.  Dunque 
la  integrazione  delle  due  equazioni  (9)  alle  derivate  parziali  lineari  dà  risulmmenti  iden- 
tici a  quelli  ottenuti  coll'integrare  l'equazione  di  Hamilton. 

Consideriamo  ora  il  movimento  di  un  punto  materiale  in  un  piano,  essendo 

U  =  -|:j-9(tangw) 

b  funzione  delle  forze.  E  il  secondo  esempio  discusso  dal  sig.  Bertrand.  Si  avrà  : 

r-  -f  r  io"  =  2  /  ^9  (tang  io)^x\, 
e  quindi  l'equazione  di  Ha.mii.ton  sarà  : 

(I7)  +  7^{li)  =  '  (7^'^  (""^^  "^)  +  ='■)  ' 

una  soluzione  completa  della  quale  e  la 

rV  2  y.  T~  —  X  { 

-^ — 5 '  dr  -\-   I  \  20  (tang  tu)  -[-  ^c,  i  <o  , 

essendo  x^  una  nuova  costante.  Gli  integrali  del  problema  saranno  : 

a  J/  _  \/  2XJ-  ~  7.^  _      ,    ,. 


d'i           1                        \'2  «,  —  ^2  a,  r  — 
-     =-^angtangr-         '      — ' 


^^2        V'a,      "       °  ix,  J   2^/29  (tang  co)  -j-  x^ 


'^L 
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Gl'integrali  intermedj  verranno  dati  dalle  equazioni  : 


54'  1^2  a_  r"  —  a,  8  ti 


di  =  'l- ''  dt.  ^  ^^^?(tang-)  +  -. 

ed    essendo  3-^  =  r'w'  la  costante  arbitraria  a,  appartiene  all'integrale  del  principio  delle 

aree.  Le  (9)  sono  le  equazioni  da  cui  parte  il  sig.  Bertrand  nella  trattazione  di  que- 
sto esempio,  e  le  (io)  si  verificheranno  per  esso. 

Applicheremo  ora  il  metodo  del  signor  Bertrand  alla  ricerca  delle  circostanze  del 
moto  di  un  punto  sopra  una  superficie.  Immaginando  sulla  superficie  due  sistemi  di 
linee  ortogonali  rappresentati  dalle  equazioni  ;;  =  cost.,  v  =  cost.,  e  supponendo  che 
le  hnee  del  secondo  sistema  sieno  geodetiche,  si  avrà  : 

Supporremo   essere    G  funzione  della  sola   variabile  11,  e  ciò  aver  anche   luogo  per  la 
funzione  delle  forze  che  denomineremo  U.  Posto 


p  = 

dT 

dir 

dT 

'i^dv" 

)  saranno  : 

d  V          I 
di   =  G  '^' 

dp 
dt 

dU        1    dG 
d  II         2    d  H 

di(  dv  I  dp  dU        I    li  G   ,,  d  g  

JT^^'       dT'~^'^'       ^  ^  7«"  ~  T  TTT "'' "'       77""°' 

ed  il  principio  delle  forze  vive  dà  : 

H'^-f  G-/^  =  2(L'+ a,). 

Dall'ultima  delle  equazioni  superiori  si  ha  un  secondo  integrale  del  problema,  cioè  : 

q  ^  Gv'  ^  a, . 

Sia  ''  =  ?  (",  v,  p,  7,  l) 

un  altro  integrale;  formata  la  equazione  [./,  «,]  ^  o,  si  ottiene  vr^_  ^  o,  quindi  si  avranno 
per  a  l'una  o  l'altra  delle  due  forme  : 

e  formata  la  equazione  [/',  a,]  ^  i   si  hanno  le 
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La  prima  delle  (ii),  derivata  rispetto  a  /,  avuto  riguardo  alle  equazioni  del  movimento,  dà 

da  dji  tdU  _]_dG    ,\  _ 

dn^'^  dp  \Ju         2  du"'  )  ~^' 
la  quale  integrata  di 

a  =  F^r-2Ì^U~^  Gv'^y^  =  f  (2a.), 

cioè  la  costante  a  è  una  funzione  della  costante  delle  forze  vive.  La  seconda  delle  (ii)  dà 

,    da       ,    da  i  dU        i  d  G     „\ 


e  quindi 


a  ^  t  -\-     I  —  —;■  d  11 , 


"/l/^ 


U  +  c^d 


a. 


trascurando  una  funzione  arbitraria  della  costante  a_ .  Questa  equazione  dà  il  valore  del 
tempo,  ed  è  un  terzo  integrale  del  problema.  La  prima  delle  (12)  dà 


quindi 

b  =^  V  —     /        — ■  '  -  d  u , 

che  è  il  quarto  integrale  del  problema.  La  seconda  delle  equazioni  (12)  darebbe  evi- 
dentemente una  combinazione  di  questi  due  ultimi  integrali. 

Queste  formole  sono  applicabili  allorquando  la  superficie  sia  di  rotazione,  e  la  forza 
acceleratrice  si  supponga  diretta  ad  ogni  istante  del  tempo  nel  piano  del  meridiano  cor- 
rispondente al  punto  della  superficie  in  cui  trovasi  il  mobile;  e  si  giunge  cosi  ai  risul- 
tati ottenuti  dal  sig.  Jacobi. 

A  riscontro  dei  metodi  osserviamo  che  in  questo  esempio  la  equazione  di  Hamilton 
avrebbe  la  forma  : 

la  quale  nelle  poste  condizioni  è  soddisfatta  dalla 


a, 
"G 

ERioscRi,  tomo  I. 
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e  quindi  gli  integrali  del  problema  saranno  : 


d 


d± 
da 


J      Gj/2(t/+« 


:^<fH    =    ^,    +   ;, 


■^        G 


=  ^"  =  ^, 


i  quali  appunto  corrispondono  ai  trovati  più  sopra. 

La  dimostrata  proprietà  per  le  espressioni  [x^ ,  |i^] ,  conduce  alla  generalizzazione  di 
un  teorema  dimostrato  da  Jacobi  pel  movimento  ellittico  dei  pianeti,  e  dal  medesimo 
autore  enunciato  come  generale  per  un  movimento  qualunque,  supposte  perù  le  costanti 
arbitrarie  essere  i  valori  iniziali  delle  quantità  variabili  che  entrano  nel  problema.  Infatti, 
sussistendo  identicamente  la 


saranno  anco  soddisfatte  le 

,  _  d_^,  8^,  a  ^      a  [^, 

dalle  quali  si  hanno  le 

aa_,         d  q^  '  a  a,  ^  P/ 

Queste  ultime  equazioni  contengono  il  teorema  di  Jacobi  *)  per  cui  quel  teorema  ha 
luogo  anche  allorquando  le  costanti  arbitrarie  sieno  quelle  date  dal  metodo  di  Hamilton. 
Le  relazioni  trovate  fra  la  equazione  (i)  e  le  equazioni  (4)  si  ponno  estendere 
in  generale  alle  equazioni  a  derivate  parziali,  considerando  le  relazioni  stabilite  dal 
sig.  Jacobi  fra  una  equazione  qualsivoglia  a  derivate  parziali  e  le  equazioni  analoghe 
alle  (2)  ottenute  mediante  una  soluzione  completa  di  essa. 

P.ivia,  li  27  giugno  1853. 

[C.]. 


*)  Jacobi,  N<:iics   Theorein  dcr  analytìschcn  Mcchanik.  (M.uhcniatische  W'erke,  t.  I). 


XIV. 
INTORNO  AD  UN  TEOREMA  DI  MECCANICA  ANALITICA. 


Annali  di  .SriV/ise  Matematiche  e  Pisiche,  tomo  IV  (iS,;),  pp.   59>-400  "). 


Indicando  con  q^,  q^,  ...  q^^  n  variabili  indipendenti,  con  T  la  semisomma  delle 
forze  vive,  con  U  la  funzione  delle  forze,  e  con  p^,  p^,  ■  ■ .  p,,  ordinatamente  le 
espressioni 

le  equazioni  del  movimento  assumono,  come  è  noto,  la  forma  : 

dq^_d(T-U)  dp^_       d(T-U) 

^^  di     "~         dp,         '  dt     -  òq,         ' 

nelle  qu.ili  facciasi  r  =  i,  2,  3,  ...  n. 

Se  a  =  9,  h  z=.h  sono  due  integrali  di  quelle  equazioni  alle  derivate,  ha  luogo, 
come  è  noto,  la  proprietà  che 


\—iòa  db         da    db\  


cost. 


Questo  importante  teorema  dovuto  a  Poissox,  venne  indicato  da  Jacobi  come  mezzo 
di  ricerca  degli  integrali  nei  problemi  di  Dinamica  **).  II  sig.  Bertrand,  in  un  lavoro 


*)  Per  errore  di  numerazione  negli  «Annali»  dalla  pagina  395  si  passa  alla  pagina  398. 
**)  Bertrand,  Mémoin  sur  l'integration  des  équalions    différentielles  di  hi   Mécanique  [Journal  de 
Mathéraatiques  pures  et  appliquées,  t.  XVII  (1852),  p.  393].  —  Brioschi  [XIII,  pp.  73-82]. 
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comunicato  recentemente  all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  *),  ha  enunciato  un  nuovo 
teorema  analogo  a  quello  di  Poisson,  la  dimostrazione  e  generalizzazione  del  quale  teo- 
rema formano  lo  scopo  di  questa  Nota.  Il  teorema  del  sig.    Bertrand  è  il  seguente  : 

«Se  «  =  ?.,         P  =  9a.        Y  =  ?;»        ^  =  ?4» 

«  sono  quattro  integrali  di  un  problema  di  Dinamica,  la  espressione 

da       da       da       da 


(2) 


II 


J) 


d/v 

dqr 

àp, 

ó'/,, 

d'fi 

dp 

dii 

dP 

àPr 

dq. 

dp^ 

à'L 

dy 

dy 

dy 

dy 

dp, 

à'L 

dp, 

dq, 

dei 

dn 

dS 

dS 

dp. 

d'Ir 

dp, 

dq, 

■  "; 

S=    1, 

2,   3> 

sarà  costante  per  tutta 
y,  S),  la  equazione 


«  nella  quale  pongasi  e  =  i,  2, 

«  la  durata  del  movimento;  per  cui  indicandola  con  (a,  [i, 

(3)  (»■■,  1^,  y,  ^)  =  ^ost. 

«  sarà  un  quinto  integrale  od  una  identità  ». 

Osserviamo  che  il  determinante  dell'espressione  (2)  eguaglia  la  somma  dei  pro- 
dotti a  due  a  due  dei  determinanti  binarj  che  si  ottengono  combinando  opportunamente 
gli  elementi  del  determinante  medesimo,  per  cui  si  ha  che  quella  espressione  (2)  è 
eguale  alla  seguente  : 

i 


da       da 

dy     dy 

dot-      doL 

d^       dli 

àpr      d  q, 

dp,      dq, 

dp,      dq. 

àp.      dq, 

dp      dli 

ds    ds 

dy     dy 

dS     dS 

dp,      d  q^ 

dp,      dq, 

dp,      d  q. 

dp,      dq, 

<  + 


da       d  or. 

dp,      dq, 

dS      dS 

dp,      d  q. 

dp    dp 

dp,      dq, 
dy      dy 
dp,     d  (/, 

+ 

dp      dp 
dp,      dq, 
dy       dy 
dp,      dq. 

da       da 
dp,       dq, 

dS      dS 

dp,       dq, 

dp     dp 

da.       da 

dy      dy 

da       da 

dp,     d  (/, 

dp,      d  q, 

dp,      dq. 

àp,    dg, 

dS     dS 

dy      dy 

+ 

d<i       dS 

dp    dp 

dp,      dq. 

5;^,      ò<7, 

d/),      d<7. 

dp.      dq, 

*)  Comptes  rendus  dcs  séanccs  de  l'Acadcmic  dcs  Sciences,  t.  XXXV  (1852),  p.  698. 
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e  quindi  si  avri  : 

(4)  (->  '^>  v>  '^)  =  2[(y.,  '^)(v,  '^)  +  {y.,  -OOl  W  +  (-•,  ^^)(a,  y)], 

ed  in  conseguenza  del  teorema  di  Poisson  ne  risulterà  l'equazione  (3). 

È  chiaro  pel  processo  di  dimostrazione,  di  cui  si  è  fatto  uso,  che  il  teorema  del 
sig.  Bertrand  può  essere  generalizzato  allorquando  si  considerino  sei,  otto  . . .  integrali 
di  un  problema.  Ditatti  le  espressioni  che  in  questi  cisi  terranno  il  luogo  della  (a,  fi,  y,  S) 
saranno  decomponibili  in  somme  di  prodotti  a  tre  a  tre,  a  quattro  a  quattro,  ecc. 
di  espressioni  della  forma  di  quelle  di  Poisson,  e  quindi  godranno  della  conosciuta 
proprietà  di  queste.  Per  esempio,  se  a,  |i,  ■',  '\  r,,  l  fossero  sei  costanti  di  un  problema 
di  Dinamica,  si  avrebbe  la  relazione  : 

(a,  fi,  y,  ìi,  r.,l)=s  K^,  I^)(Y.  ^  r,  l)  +  (-,  Y)(:^,  K  l  n) 

+  {^,  ^K^,  Y,  -^  e)  +  (a,  .,)(;^,  Y>  ^>  ^)  +  (''■>  ':)C^>  Y>  K  -0]  =  cost. 

Le  costanti  alle  quali  si  sono  dimostrate  eguali  le  espressioni  analoghe  alle  (a,  Ji,  y,  S) 
hanno  valori  determinati  allorquando  le  costanti  a,  'p,  . . .  sieno  i  valori  iniziali  degli 
elementi  del  moto,  oppure  sieno  quelU  forniti  dal  metodo  di  Hamilton.  Se 

8o  do  do 

S   -il        ri   _^  &   _Ì? 

'^'  ~  dx/       '^~  òa/   •••    '^""87.,,' 

sono  gli  integrah  delle  equazioni  (i),  si  avrebbero  facilmente  le 

i^:,  ;^,  *.,  ?,)  =  o, 

ponendo  nella  equazione  (4)  i  valori  corrispondenti  delle  funzioni  di  Poisson. 
Pavia,  li  4  settembre  1855. 

[C,   G.]. 


XV. 
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Atuiali  di  Scieììse  ?lateinatiche  e  Fùtirhe,  tomu  IV  (1855),  pp.  457-480- 


PARTE    PRIM.\. 
Dalla  teorica  dei  determinanti,  ponendo  : 


J  = 


«/^ 


I 

O      a,';i 

O      *'  ò  —  vòj      v^  ò 


O  O 

—  a  [i.     a.  &  —  a  Ji 

;5  — yS 


^P. 


li 


I 


5  = 


P 


^ 


I; 


c  = 


X 

li 

0 

0  .  .  . 

(^ 

—    X 

T 

0  .  .  . 

V 

0 

-P 

S  .  .  . 

>- 

0 

0 

—  Y  .  .  . 

e  supponendo  che  le  indeterminate  a,  ii-,  v,  e,  . .  .  soddisfino  le  equazioni 

a  A  +  'i  ,0.  +  Y  -^  +  '^  ^  +  •  •  •  =  I  ' 

^^  +  /.:^-  + ÌV  +  M+  ■  •  ■  =0, 
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si  ha  A  =  BC*). 

Notisi  che,  ritenendo  essere  n  il  numero  delle  a,  a_  ,  a^ ,  .  . .  ,  risulta  : 


e  quindi,  supposte 


S  =  ...  =  I 


considerando  solamente  i  primi  sedici  elementi  del  determinante  B,  si  ha  : 


(0 


«.  -  ^ 

«.  -  'P. 

a    —  fi 

'^.  -  T. 

\\  -  Y. 

^^=  -  Y, 

T.  -  K 

Y.  -  K 

Y.  -  \ 

I    (i,    ^.    !i-, 

^        Yi        Y:        Yj 
I       S         ri         ^ 


n  determinante  del  secondo  membro  rappresenta  il  sestuplo  del  volume  della  piramide, 
i  vertici  della  quale  hanno  per  coordinate  le 

''•■>''■..  ^ì;   P,>  ii.>  !^;   Y,.Y..Y;;   '\>'\.^- 

Ora,  se  con  ).,  [j.,  v  si  indicano  le  lunghezze  di  quegli  spigoli  di  essa  piramide,  i  quali 
hanno  i  termini  nel  primo  e  secondo,  secondo  e  terzo,  terzo  e  quarto,  dei  punti  sud- 
detti, e  se  con  a^,  l\,  e,;  a,,  h^,  r,;  a.,  b,,  e.  si  indicano  i  coseni  degH  angoli  che 
quegli  spigoli  fanno  ordinatamente  cogli  assi  ortogonali,  dall'equazione  (i)  si  avrà  : 


e  quindi,  essendo 


«. 

K 

^. 

"k  y.v 

"^       ^':       ^2 

a.^     /',     e, 

=  +  6^; 

2 

0^ 

v)   (;y.v)        I 

nella  quale  (a  a)  indica  il  coseno  dell'angolo  compreso  dagli  spigoli  1,  u.,  risulta  : 


r  =  -  ).  ,a  V  1^1  -  (a  u.y  —  (a  v/  —  (u.  v/  +  2  (X  u.)  (A  vj  (a  v)  . 

Osserviamo  che,  indicando  con  co,  0,  •/)  i  coseni  degli  angoli  che  una  perpendicolare  al 
piano  determinato  dagli  spigoli  di  a,  y.  ta  cogU  assi,  si  hanno  le  relazioni  : 


(3) 


e, a,  —  c,a. 


—       sen  A  V.  —      sen  A 


+ 


sen  >.  [A      ' 


*)  Di  queste  relazioni  fece  già  uso  il  sig.  Hermite  in  una  importante  ricerca  nella  teoria  dei  nu- 
meri.  Fidi:  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XIV  (1849),  p.  21. 
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quindi 


(3) 


a      b      e 
I       I       I 


+  sen  ).  a  (a,  w  -j-  />  0  -|-  r .  *■,)  ^  -|-  sen  X  u,  sen  >-  v  scn  (>.  a,  rx  v) , 


'^.    K   ^. 

a' 

b' 

e' 

0-\)   O-y-.)    (>-.) 

fl,    b,_    c,_ 

a" 

b" 

e"     = 

(f-''^)   (y-i^-J   (f^^) 

a,     b,     e. 

3       >      >  ' 

a'" 

b-" 

e'" 

(^■^•J    0'."-,)    O'-'.) 

'^^   ^.   ^. 

>  )         >   ■ 

nella  quale  il  simbolo  (Xia,  ;jlv)  dinota  l'angolo  diedro  compreso  dalle  faccie  determi- 
nate dagli  spigoli  di  ).,  y-;  u.,  v.  Si  avrà  per  conseguenza  ; 

F  ^  -7-  ^  [A  V  sen  ).  ij.  sen  u.  v  sen  (a  u.,  ^u.v)  , 
6 

e  da  questa,  se  con  A,  B  si  denotano  le  aree  di  quelle  faccie,  si  avrà  la  nota  formola  : 

.,         2    AB         ., 

I'  = •  sen  (  /  ij;  u-  V  ) . 

Se  con  >., ,  fi., ,  Vj  si  indicano  gli  spigoli  della  piramide  che  uniscono  i  punti  secondo 
e  quarto,  quarto  e  primo,  primo  e  terzo,  e  con  a',  b',  e' ,  ...  si  indicano  i  coseni 
degli  angoli    che  gli  spigoli  medesimi  fanno  coi  tre  assi,  osservando  all'equazione  : 


(4) 


e  chiamando  H  per  brevità  il  determinante  del  secondo  membro,  si  avrà  : 

P  =  ~\^J.'^1   'J.   V   H. 

36    '      "  '  ' 

Questa  penultima  equazione,  avuto  riguardo  alla  (3),  dà  facilmente  : 

sen  /.  [J.  sen  ).,  ;a^  sen  p.  v  sen  a_  v_  sen  ().  [j.  ,  'j.  v)  sen  (/.^  a, ,  u-^  v  J  =:  H , 

singolare  relazione  la  quale  venne  già  dimostrata  dal  chiarissimo  sig.  prof.  Bordoni  in 
una  nota  alb  seconda  edizione  del  Trattalo  di  Geodesia.  Chiamo  R,  S  i  determinanti 
del  primo  membro  delle  (4)  ed  oj^ ,  0^,  r,^  i  coseni  degli  angoli  che  la  perpendicolare  al 
piano  determinato  dagli  spigoli  /, ,  <j.^    fa  coi  tre  assi  ;    dalla   medesima  equazione  (4) 

dR  dS  dR  dS         dR  dS    _    dH 

da,  da'"  +  db.  db"'  "^  de,   de'"  ^  d(^''')' 

ossia,  avuto  riguardo  alle  equazioni  (2)  : 

sen /.y.  sen).,u.Xwfe>,  +  f)0,  +  r,r,,)  =  0'':)(y-y-d  —  Oy-,)(y- '•.)  > 


od  anche 


sen  /.  y.  sen  a,  a,  cos  (À  y. ,  a,  ;a  J  =  (a  a,)  (u.  a J  —  (a  u.J  (à,  a). 


BRioscat,  tomo  I. 
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Questa  relazione  e  le  sue  analoghe  sono  pure  dovute  al  sig.  prof.  Bordoni. 

Indicando  con  /;  la  minima  distanza  fra  gli  spigoli  opposti  1,  v,  il  primo  membro 

dell'equazione  (i)  è  eguale  a 

i  A  V  sen  1 V  ; 
quindi  si  avrà  la  nota  formola  : 

V  ^  4-  — r- /A  V  sen  a  v. 

Considerando  i  primi  sei  elementi  della  tormola  (i),  e  posto 

a    -A        h    -  J^        ..   -Il 


b    '       ^' 

y. 
b  ' 

..  _  y> 

si  ha  l'equazione  : 

I    "■■    ^■ 

•^',  -  -^^     >'■  —  )\ 

a        b 

(5) 

a                 b 
^'a  —  -■^'5     V,  —  y, 

= 

1  '^  y,^ 

a        b 

a                b 

,       ^■,        )'3 

Se  si  suppongono  x^,  j,  ;  x, ,  y,\  x^,  y.  essere  coordinate  di  tre  punti  situati  sopra  la 
ellisse  di  cui  i  semiassi  sono  a,  b,  indicando  con  A  l'area  del  triangolo  avente  i  ver- 
tici in  quei  tre  punti  il  secondo  membro  di  quest'ultima  equazione  è  eguale  a 

^  ab 

Ora,  se  con  a,  [j-,  v  si  indicano  i  lati  del  triangolo,  con  /,  /;;,  n  ì  semidiametri  paral- 
leli, si  hanno  : 

(-•^-.  "  -^'J'  _j_  (7.  —  y,y     ^' 

a' 


+ 


b' 


(■v3--v.y  I  (y;-yy 

a'         "^         b' 

(x,-x,y       (y,,-y,y 
a'         "^         b' 

quindi  quadrando  la  equazione  (5)  si  avrà  : 


/; 

A" 

T 


V' 

1 

[■'• 

A 

V 

4  A' 

«' 

T< 

[m' 

l' 

,r 

a'b'  ~ 

\ 

-i) 
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da  cui 


4       y    \l     '    tn    '    n  l\  l     '    m        ti  l\  l         m        n  l\        l     '    m    '     n  I 

Rammentando  la  espressione  dell'area  di  un  triangolo  inscritto  in  una  ellisse  dovuta  a 
Mac-Cullagh  ed  a  Joachimsthal,  la  quale  è 


(6) 


I        ,  ).  u.  V 

—  abj^—  , 
4        /  m  il 


si  ha  una  relazione  fra  i  lati  del  triangolo   inscritto   ed  i  semidiametri   rispettivamente 
paralleli.  Analogamente,  dalla  equazione  (i)  si  ha  : 


A-_ 

—  X^ 

h. 

—  V, 

a 

b 

■■■=. 

—  X-, 

y^ 

—  y> 

a 

b 

.V; 

—  -V4 

Zi 

—  J4 

^, 

— 

l. 

e 

i. 

— 

\> 

e 

<ì 

— 

^4 

■^■, 

y, 

\l 

a 

b 

e 

X, 

y. 

^2 

a 

b 

e 

^       6F 
—  abc' 

■<; 

y-, 

lì 

a 

b 

e 

-^■4 

)'4 

l4 

a 

b 

c 

indicando  con   V  il  volume  della  piramide  inscritta  nell'ellissoide  di  cui  i  semiassi  sono 
a,  b,  e.  Quadrando  quest'ultima  equazione  si  ha  : 


A 
B 


A 


B 


C 


avendo  posto  per  brevità  : 


A  = 


B 


C  = 


2  \m'        T  ~  n'  )  ' 

j.  /^  +  4  _  Jii  _  4^ 

2  \  ?r  H^         in^         Wj  /  ' 

2  \m]        /;         ir}' 


ossia 
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F  = 


ahc 

12 


\l'    '^  l\  }Wm\~^n'n\         l'I]         m\n\) 
^  \m'~  m]l\Vì\   ~  n'n\        iir m]         l\n\J 


+ 


(^+t)m 


+ 


1^ 
in'  in'. 


S) 


HI 


Le  À,  f^.,  v;  /._,  [A,,  v_,  come  vedcsi  facilmente,  sono  gli  spigoli  della  piramide,  e  le  l, 
m,  li;  /, ,  w, ,  ?/,  i  semidiametri  paralleli. 

La  espressione  trovata  dal  sig.  Joachimsthal  pel  volume  della  piramide  inscritta 
nell'ellissoide  è  più  simmetrica  della  superiore,  ed  ha  la  stessa  forma  di  quella  trovata 
più  sopra  per  l'arca  del  triangolo  inscritto  nell'ellisse.  Questi  espressione  è  la  seguente  : 

\  //_    "^  tiiin^         Il  11^  )  \  //,'  w/«j        11  11^  }         I 

\    \  /  /_  m  iii^    '    H  ;;,  /  \        H,         m  '«,        "  «,  / 

la  quale  insieme  alla  superiore  dà  una  relazione  fra  gli  spigoli  della    piramide  ed  i  se- 
midiametri paralleli.  Se  nel  caso  del  triangolo  poniamo  per  brevità  : 


e  nel  caso  della  piramide 


ì  in 


c  == 


a  =: 


1\ 

lì. 


V 

II 

V  V 

\ 

un. 


le  quantità  sotto  il  segno  radic  ile  nelle  espressioni  dell'area  e  del  volume  di  quel  trian- 
golo e  di  quella  piramide  saraiino  rappresentabili  col  determinante  : 


0 

a 

b 

e 

0 

I 

I 

I 

a 

0 

e 

b 

I 

0 

e' 

F- 

b 

e 

0 

a 

I 

e' 

0 

if 

e 

b 

a 

0 

I 

b' 

a" 

0 

Date  le  equazioni  delle  rette  lati  di  un  triangolo  determinare  l'area  del  medesimo.-' 
Sieno 

(7)  ''.■^■  + '■'.)'  + ^.  =  0. 
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le  equazioni  dei  lati;  e  si  denotino  con  a,,  ^.;  a,,  ji,;  x^,  [i_ ,  le  coordinate  dei  punti 
di  intersezione  dei  lari  primo  e  secondo,  primo  e  terzo,  secondo  e  terzo.  Chiamo  j4 
l'area  del  triangolo;  si  avrà  : 

I  I     «. 


'^. 


-/  =  +  4 


a, 
oc 


e  posto  per  brevità  ; 


a. 


dalle  equazioni  (7)  si  hanno  le  seguenti  : 


quindi  sarà 


da'      de/ 


A=  + 


—  2   dS  d\   dA 

de,  de,   de. 


e. 


ds^ 

5  a, 
SA, 
da^ 

aA 


aA, 

aA 
a  è, 
aA 

db. 


aA 

a  e, 

a  e, 
aA 

de. 


e  siccome  quest'ultimo   determinante  è  il  determinante  ad  elementi  reciproci  degli  ele- 
menti del  determinante  A,  quindi  sarà,  come  è  noto,  eguale  a  A%  e  si  avrà  : 


—  2  aA  aA  aA  ■ 

de,   de,  de. 

Se  d^,  d^,  d,,  d,  indicassero  i  parametri   analoghi   nelle    equazioni  dei   quattro   piani, 
faccie  di  un  tetraedro,  il  volume  di  esso  sarebbe 


V=  + 


essendo 


6  aA  aA  aA  aA  ' 

dJ 'dJ.JJ.JI. 


A  = 


'h 

b, 

^. 

à. 

a. 

K 

f. 

d. 

a, 
> 

^^4 

b. 

e. 

à. 
à. 

Mediante  queste  formole  si  possono  determinare  l'area  del  triangolo  circoscritto  ad 
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una  ellisse  ed  il  volume  del  tetraedro  circoscritto  ad  un'elissoide,  allorquando  si  cono- 
scano le  coordinate  dei  punti  di  contatto.  Sieno  : 

la  equazione  dell'ellisse;  x, ,  y/,  -v, ,  y/,  -v. ,  _v,  le  coordinate  dei  punti  di  contatto.  Le 
equazioni  dei  lati  saranno  : 

X  V 

-f  x  +  yf}'  —  1=0, 

^.  +  j^y-i=o; 

quindi,  indicando  con  H  l'area  del  triangolo  inscritto  avente  i  vertici  in  quei  tre  punti, 
e  con  a,  [i,  y  le  aree  dei  triangoli  aventi  ciascuno  un  vertice  al  centro  e  per  base  uno 
dei  lati  del  triangolo  inscritto,  si  avri  : 


A 


4    «i^T 


Notiamo  che,  indicando  con  \  [i-,  v  i  lati  del  triangolo  inscritto  e  con  /,  in,  n  i  semi- 
diametri paralleli,  si  hanno  : 

ahi./  1     1' 


a  b   'J. 


2     m    \  ^    „ 


m'' 


e  quindi  sostituendo  : 


^-    8 


2       71      1/  _!      „' 

ab  I  >-  y-  V 


]/(-TT)(--Tè)(--T^)"" 


Ora,  se  con  a_ ,  Ji^  ;  a^,  p^;  a,,  fi,;  >., ,  [x_ ,  v,;  /, ,  m_ ,  k_  ,  si  denotano  le  coordinate 
dei  vertici  degli  angoli  del  triangolo  circoscritto,  le  lunghezze  dei  lati  del  medesimo,  ed 
i  semidiametri  paralleli  ai  lati  stessi,  si  hanno  : 

2a  '      '^'  2a  '        ^  2fi  ' 

a^        "^        P        ~  h;'  ^     ' 


INTORNO   AD    ALCUNI    TEOREMI    DI    GEOMETRIA.  95 


per  cui  sostituendo  si  otterranno  le 

\^_ab_H^  ^L  —  'ìtlL  •^,_abH 

K    ~    2  fiy'  m,  ~    2  a--'  ~ìi~'~~2  7^' 

Per  queste  ultime  ha  luogo  la 

e  quindi  osservata  l'equazione  (6)  si  hanno  le 

8     /  m  II  /,  w,  H,  '  /,  ;«!  H,  2        /  in  n  ' 

Se  con  p,  q,  r  si  indicano  le  lunghezze  delle  perpendicolari  condotte  dal  centro  ai  lad 
del  triangolo  circoscrino,  si  avranno,  come  è  noto , 

/_/):=  »t,  q  =  n^r  :=  uh , 
e  quindi 

Considerando  l'ellissoide  rappresentata  dall'equazione: 

(8)  ^  +  X+f:.t. 

se  si  chiamano  .v^ ,  )\,  -j;  .v^,  v, ,  j^^;  ...  le  coordinate  dei  quattro  punti  di  contatto 
di  essa  colle  faccie  di  un  tetraedro  circoscritto,  F  il  volume  di  questo,  U  ù  volume 
del  tetraedro  inscritto,  a,  S,  v,  S  i  volumi  dei  tetraedri  aventi  il  vertice  nel  centro  del- 
l'ellissoide e  per  basi  le  faccie  dell'inscritto,  si  ha  : 

Indicando  con  J,  B,  C,  D  le  aree  delle  faccie  di  un  tetraedro  si  hanno  facilmente  le 
espressioni  : 

A' 


dddd.dd. 


B 


1 


dà  5  d.  a  d 
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Se  il  tetraedro  è  il  circoscrino  all'ellissoide,  saranno 


B 


ossia,  indicando  con  p,y  p^,  p.,  p_,  le  lunghezze  delle  perpendicolari  condotte  dal  centro 
dell'ellissoide  alle  faccie  del  tetraedro  circoscritto,  si  hanno  le 

p^A-.p^B-.pX-.p^D^y.-J^-.f.l 

Indicando  con  a_ ,  [i^,  y^;  a^,  fi^,  y,  ;  ...  le   coordinate   dei   vertici   degli    angoli   del 
tetraedro  circoscritto,  dalle  equazioni  delle  fliccie  si  hanno  i  valori  : 


dA 


ds 


'or,  d.\. 


essendo  posto  per  brevità 


A  = 


ÓA 


di 


'■ar .-'   ór.'    •  • 


^', 

}'■ 

■il 

'•. 

■^■. 

y. 

\.2 

^ 

•^■i 

y-, 

^ì 

<-; 

.V 

4 

y, 

■^4 

^ 

Notiamo  che  in  questa  espressione  si  ha 

r^  =  r^  =  ;•_  =  r^  =  i, 


per  cui  risulteranno  : 


ds 


^  =  ±C^U,     ^  =  +66,     -^y  =  +  6y, 


or,        -^  dr,        — 


I  valori  superiori  danno  : 

°'-~°'^-~±  36.y,HaZa'T     a^-.a/J' 

o,  come  è  noto  dalla  teorica  dei  determinanti, 

,       a'      ^     d'\  a-    U  . 

-,  -  -.  =  ±  ^^}i^J7J7^  =  ±  T  7^^^ ^3  -  ^30- 

Indicando  con  /_ ,  A,;  [/._ ,  [^.^ ;  v^ ,  v,  gli  spigoli  del  tetraedro  circoscritto;  con  V,  V; 
l^-'j  !■'-"■>   ''')   ''"    quelli    dell'inscritto;    /_ ,  /,  ;  /»_ ,  in^;  n, ,  h, ;  /',  /";  m',  m";  n',  n"    i 
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semidiametri  dell'ellissoide   rispettivamente  paralleli  a  quegli  spigoli,  si  avri  : 

e  quindi 

dalla  quale  sviluppando  ed   osservando   che  le  x.,  y.,  ^^-j  x^,  y^,  ^^  soddisfano  all'e- 
quazione (8)  si  ha  : 

In  questo  modo  si  ottengono  le  seguenti  sei  equazioni  : 


1^   __abc   U_  a"  \  _  abc  U    V  . 


ix,        abc  U  u." 


u-,  aie  C7  fi' 


6    liSw; 


w. 


6    a  Y 


tM., 


6     aS    h' 


nelle  quali  le  Z,, ,  M, ,  . .  .  sono  poste  per  brevità  in  luogo  dei  radicali.  Da  queste  equa- 
zioni, osservando  alla  (9),  si  ottiene  la 


Ì.Lm.niìi.ìi  l  r  ni  m    nn      '    ^     '     =     ■     ^ 


P.\RTE    SECO\'D.\. 

Considerando  i  primi  sei  elementi  della  formola  (i),  e  ponendo 
I  1,1 


m,  —  a. 


^ 


si  ha 


MM, 


(m,  -  e,) (a,  -  /',)     (m^  —  OC'^.  —  ^a) 


I 

I 

w, 

I 

'«2     ''j 

I 

'«■ 

I 

m,  —  b^ 

I 

"2,  —  '^i     »'.  —  '^J 


BRiosCHi,  tomu  I. 
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essendo 


Ora,  se  a^,  l\,  c^,  »;,  si  ritengono  essere  le  distanze  di  quattro  punti  situati  sopra  una 
medesima  retta  L^  da  un  punto  di  essa,  ed  analogamente  a^ ,  l\ ,  c^ ,  in^  per  un'altra  retta 
L,,  il  determinante  del  primo  membro  eguagliato  a  zero  dà  luogo  all'equazione: 

K-'^JC^-O     0".-«J(^.-O' 

la  quale  esprime  la  eguaglianza  dei  rapporti  anarmonici  di  quei  due  sistemi  di  quattro 
punti;  ossia  esprime  essere  le  rette  Z,_ ,  L^  divise  omograficamente. 

Se  i  punti  di  cui  le  distanze  sono  w,,  in,  si  suppongono  coincidere,  e  si  assume 
questo  punto  quale  origine  di  assi  coordinati,  e  le  due  rette  L^,  L,  quali  assi  delle  x 
e  delle  y,  la  equazione  superiore  darà  : 


'-.0', -/',)    ^0^-^) 


I 
I 
1 

e. 


=  o. 


Sussistendo  questa  equazione  le  due  rette  saranno  ar.cora  divise  omograficamente, 
e  queste  ultime  equazioni  considerate  a  parte  dimostrano  due  proprietà  che  si  verificano 
in  questo  caso  : 

1°  «  che  i  punti  di  intersezione  delle  rette  le  quali  uniscono  a  due  a  due  i  punti 
«  di  divisione  corrispondenti  ma  non  omologhi  delle  rette  L, ,  Z.^  sono  situati  in  una 
«  medesima  retta  passante  per  l'origine  »  (Chasles,  Geometrie  siipérieure,  p.  73). 

2°  «  che  le  rette  le  quali  umscono  a  due  a  due  i  punti  omologhi  di  divisione  si 
«  incontrano  in  un  medesimo  punto  »  (Chasles,  Geometrie  siipérieure,  p.  70). 

La  equazione  : 


=  0, 


/«. 

-a. 

"'.  -  a. 

I 

I 

'«. 

-K 

'«.  —  ''. 

I 

I 

m,  —  e. 


rappresentando  la  eguaglianza  dei  rapporti  anarmonici  di  due  sistemi  di  quattro   punti, 
conterrà  come  caso  parricolarc  l'involuzione  di  sei  punti  (Chasles,  Geometrie  siipérieure, 
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p.  128).  Basteri  a  quest'uopo  far  coincidere  opportunameate  due  punti  della  retta 
L,  con  due  punti  della  retta  Z.,.  Quindi  la  involuzione  di  sei  punti  verrà  rappresentata 
dalle  seguenti  equazioni  : 


(IO) 


I 

'^. 

1 

I 

''■ 

I 

a.  —  e. 


0  ,    ecc. 


Al  5  4  J'il  Cap.  XX  della  Geometrie  stipér'uurc  il  sig.  Chasles  dimostra  che  :  «  quando 
«  due  lati  di  un  esagono  sono  divisi  omograficamente  dagli  altri  quattro,  le  tre  diago- 
«  nali  che  uniscono  i  vertici  opposti  passano  per  un  medesimo  punto,  e  reciprocamente  ». 
Questo  teorema  vedesi  facilmente  essere  un  corollario  della  prima  proposizione  di- 
mostrata qui  sopra;  quale  corollario  della  seconda  proposizione  abbiamo  il  seguente 
teorema  : 

«  Si  immagini  l'esagono  AB  CD EF  e  si  chiami  :  0  il  punto  d'incontro  di  due 
«  lati  opposti  AB,  DE;  R  il  punto  d'incontro  della  diagonale  CE  e  del  lato  A  £;  ed 
«  S  il  punto  d'incontro  di  quella  diagonale  e  del  lato  ED.  Allorquando  i  due  sistemi 
«  di  quattro  punti  0,  R,  A,  E;  0,  S,  D,  E,  che  si  corrispondono  rispettivamente, 
«  avranno  i  loro  rapporti  anarmonici  eguali,  le  tre  diagonali  che  uniscono  i  vertici  op- 
«  posti  si  incontreranno  in  un  medesimo  punto  ».  Anche  la  proposizione  dimostrata 
dal  sig.  Chasles  (1.  e,  pag.  304):  «quando  in  un  esagono  AB  CD  E  E  i  raggi  condotti 
«  dai  due  vertici  B,  E  agli  altri  quanro  formano  due  fasci  omografici,  i  punti  di  con- 
«  corso  dei  lati  opposti  sono  in  una  medesima  retta  »,  è  un  corollario  della  prima  di 
quelle  proposizioni,  potendosi  sostituire  all'omografia  dei  fasci,  la  omografia  dei  punti  di 
intersezione  delle  rette  AC,  ED  colle  rette  componenti  i  fasci  medesimi. 

Dimostrasi  poi  facilmente  che  in  questo  caso  l'esagono  è  inscritto  in  una  linea 
del  secondo  ordine.  Infatti,  assumendo  le  rette  A  C,  E  D  come  assi  delle  y  e  delle  x, 
ed  il  loro  punto  di  concorso  come  origine  delle  cordinate;  indicando  con  a,  e  le  ordi- 
nate dei  punti  A,  C  pei  quali  l'ascissa  è  nulla,  e  con  /,  d  le  ascisse  dei  punti  E,  D; 
inoltre  con  in,  n  le  ordinate  dei  punti,  in  cui  i  lati  ED,  E  E  dell'esagono  incontrano 
l'asse  delle  y,  e  con  s,  r  le  ascisse  dei  punti,  in  cui  i  lati  B  A,  BC  incontrano   l'asse 


delle  .v;  e  finalmente  con  .v_ ,  y^ 


le  coordinate  dei  punti  B,  E;  la    eguaglianza 


dei  rapporti  anarmonici  risultanti  dai  due  sistemi  di  quattro  punti  di  intersezione  darà  : 


(r-/)(J-0     (ni-a)(c->,) 


=:  0. 


100 


INTORNO    AD    ALCUNI    TEOREMI    DI    GEOMETRIA. 


Ma  è  evidente  essere 


ex. 


ax. 


m 


"d  -X 


_  fy. 


c—y,-  a—y/  a  -  x^'  J  —  x, 

quindi  sostituendo  e  riducendo  : 

^''=:  +/V,  —  ^f  '^-^■.  +  dy^  —  ad       1 

=  0. 

^\y, isf  -  ^^.  -  fy.)   •^■j'.O^'^  -  «-\  -  '^v.)  I 

Ora,  se  supponiamo  che  le  x^ ,  y^  rappresentino  coordinate  di  un  punto  qualunque  di 
una  linea,  quest'ultima  equazione  sarebbe  quella  di  una  linea  del  secondo  ordine,  e 
siccome  la  equazione  stessa  è  soddisfatta,  ne  viene  che  il  punto  di  coordinate  x, ,  y^ , 
ossia  il  punto  B,  è  situato  sopra  questa  linea.  Inoltre  quella  equazione  è  soddisfatta 
allorquando  facciasi 


y.=y.y     -^-,=0,    >',  =a: 


-^■,  =  0.  ;'■  = 


y, 


d. 


y,  =  o, 


quindi  i  punti  E,  A,  C,  F,  D  saranno  pure  situati  su  quella  linea,  cioè  l'esagono  sarà 
inscritto  in  una  conica,  È  questo  il  teorema  di  Pascal;  da  esso  deducesi,  come  è  noto, 
quello  di  Brianchon,  che  in  ogni  esagono  circoscritto  ad  una  conica  le  diagonali  si 
intersecano  in  un  medesimo  punto. 

«  Allorquando  due  esagoni  sono  l'uno  inscritto,  l'altro  circoscritto,  ad  una  mede- 
«  sima  conica  a  centro,  in  modo  che  i  vertici  degli  angoli  dell'inscritto  sieno  i  punti 
«  di  contatto  pel  secondo;  se  le  diagonali  del  primo  si  segheranno  in  un  medesimo 
«  punto,  i  lati  opposti  del  secondo  si  segheranno  in  punti  situati  sopra  una  medesima 
«  retta  ».  Sieno  x^,  y/,  x,,  y^;  . . .  Is  coordinate  dei  vertici  dell'esagono  inscritto;  la 
condizione  che  le  diagonali  si  seghino  in  uno  stesso  punto  verrà  espressa  dalla  equazione  : 


-^■■)'4  -  '\y. 

y,  -  y, 

•%  -  ^. 

^.y,  -  -sy^ 

y.-y, 

■^■j,  -  --^ey, 

y,-y. 

■^6    -   -^-3 

=  o. 


Ora,  indicando  con 

m  x'  -^  ny'  =  h 

la  equazione  di  una  conica  a  centro,  sarà 

mxx^  ■^nyy^=^h 

la  equazione  della  tangente  ad  essa  al  punto  di  coordinate  .v^,  y/,  e  se  a, ,  ^,  ;  «j,  P^; 
a.,  p    dinotano  le  coordinate  dei   punti   di   intersezione    dei   lati    opposti    dell'esagono 
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circoscritto,  si  hanno: 

,  -A.yi 


j.' 


P.  =  ± 


"  ^,)\-  x,y,' 


ecc.  ; 


quindi  l'equazione  superiore  trasformasi  nella 


«■ 

^ 

"'^ 

h 

*, 

1^, 

=  o. 


la  quale  appunto  dimostra  il  teorema  enunciato  *). 

Se  si  indicano  con  /«, ,  a^,  b^,  e/,  m^,  a^,  b^,  c^  le  rette  costituenti  due  fasci,  e 
nella  equazione  (i)  si  fanno 

a_  =  cot  w,  a, ,     P,  =  cot  m,  è, ,     y,  =  '^ot  '«,  <^, , 
a^  =  cot  ;«^ a^,     fi^  =  cot  /h^ Z'^ ,     y^  =  cot  w^ c^ , 


si  ha: 


cot  m,  è,      cot  m,  a,  —  cot  m,  b. 


cot  w,  /',  —  cot  »i,  e. 


2       2 

cot  w,è. 


I       cot  W,  /?j 
I      cot  m,  e. 


cot  «j  b^ 


Queste  espressioni  eguagliate  a  zero  danno  luogo  a  due  equazioni.  La  prima  delle 
quali  contiene  la  eguaglianza  dei  rapporti  anarmonici  di  quei  due  fasci  di  rette  (Chasles, 
Geometrie  supérieure,  p.  27).  La  seconda  di  esse,  supponendo  che  le  rette  m^ ,  m^  coin- 
cidano senza  che  ciò  abbia  luogo  pei  centri  dei  due  fasci,  dimostra  che  le  altre  rette  di 
un  fascio  incontrano  le  omologhe  dell'altro  fascio  in  linea  retta  (Chasles,  1.  e,  pag.  71). 
Ciò  vedesi  facilmente  osservando  che,  chiamata  r  la  distanza  fra  i  due  centri,  ed  a-,  ,  y^  ; 
Xj ,  y^  ;  X, ,  y    le  coordinate  di  quei  tre  punti  di  intersezione,  si  hanno  le 


y. 

per  cui  quella  secopda  equazione  diventa  : 


;'. 


I 

-^. 

J. 

I 

^2 

J. 

I 

^5 

y> 

=  0, 


cioè  quei  tre  punti  sono  in  hnea  retta. 

Ciascuna  delle  suddette  equazioni  potrà  rappresentare  la  involuzione  di    due    fasci 
di  quattro  rette,  allorquando  si  facciano  coincidere  opportunamente  due  rette  di  un  fascio 


*)   Vedi  in  fine  la  «  Kota  ». 
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con  due  rene  dell'altro.  Quindi  la  involuzione  potrà  esprimersi  con  una  delle  equazioni  : 


I       cor  a,  l\       cot  a^  b^ 
I       cola  e,       cola,  e. 


0  ,    ecc. 


Se  si  immagina  una  retta  che  seghi  quelle  sei  rette  a^,  a,,  b^,  b,,  c^,  c^  s  si  indicano 
con  a^ ,  x^,  [ij ,  ^^,  Yj ,  y^  i  sei  punti  di  intersezione,  con  0  il  punto  di  concorso 
delle  sei  rette,  e  con  m,  n  gli  angoli  che  quella  trasversale  fa  colle  rette  a, ,  fl^ ,  si  hanno 
le  equazioni  : 


cota^ 

«■ 

= 

I 
sen  n 

cot  a^ 

/'. 

= 

Oa, 

I 

S^ 

senH 

ccit  n 

r 

Oa^ 

I 

a,  Yj  sen  n 


cot  lì 


col  il  , 


cot  n  , 


Oa,       I 

cot  (7.  a,  = cot  tn  , 


cot  a,  tK  = 


''■■ 

*z 

sen  m 

0 

«■ 

I 

": 

p. 

sen  m 

0 

^•. 

I 

cot  m 


e  quindi  sostituendo  e  riducendo  : 


I 


a    a 

2  I 

I 

I 

a 


2  li 


=  0, 


la  quale  osservando  la  (io)  si  vede  facilmente  esprimere  la  involuzione  di  quei  sei  punti 
di  intersezione  (Chasles,  1.  e,  pag.   172). 


NOTA. 

L'ultima  proposizione  può  generalizzarsi  mediante  il  seguente  teorema  : 

B  Se  le  prime  polari  di  una  linea  dell'ennesimo  ordine,  rispetto  a  tre  punti    dati, 

«  si  intersecano  in  un  medesimo  punto,  i  tre  punti  poli    corrispondenti    sono   in    una 

«  medesima  retta  ». 

Sia  9^0  l'equazione  della  linea;  .v, ,  y^,  ;(, ;  .v^,  y^,  :^^;  x, ,  )',,  ;^.  le  coordinate 
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di  tre  punti  poli;  saranno 


X 


do  df    ,       df 

'dx    '    -^'dy    '      'd;^ 

le  equazioni  delle  tre  polari.  Se  queste  linee  del  grado  n  —  i    si   intersecano   in   uno 
stesso  punto,  si  ha 

-^".      }\      ^. 

-^.      )\      ^. 

-v,      V.      ;.  i 
QOé,  ecc. 

Nello  stesso  modo  si  può  dimostrare  il  teorema  più  generale: 

«  Se  le  polari  dell'ordine  n  —  r  di  una  linea  dell'ennesimo  ordine,  rispetto  ad 
«-^(r-|-  i)(r-|-2)  punti  dati,  si  intersecano  in  un  medesimo  punto,  gli  -J- ('' +  i  )('' ~l~ -) 
«  poli  corrispondenti  sono  in  una  linea  dell'erresimo  ordine  ». 

Corollario.  —  «  Se  sei  rene  polari  di  una  linea  del  terzo  ordine  si  segano  in 
«  uno  stesso  punto,  i  sei  poli  corrispondenti  sono  situati  in  una  conica  ». 

Un  teorema  analogo  ha  luogo  per  le  supertìcie. 

Questa  proposizione  è  anche  un  caso  particolare  del  teorema  seguente  dato  dalla 
teorica  delle  polari  reciproche  : 

«  Se  la  corda  di  contatto  delle  tangenti  condotte  da  un  punto  dato  ad  una  conica 
«  si  muove  conservandosi  tangente  ad  una  linea  dell'ennesima  classe  o  dell'»  («  —  i)° 
«  ordine,  il  punto  descrive  ima  linea  dell'ennesimo  ordine  ». 

Se  la  linea  alla  quale  conservasi  tangente  la  corda  di  contano  sarà  del  secondo 
ordine,  il  punto  descriverà  una  linea  del  secondo  ordine  (Giorgini,  Poncelet). 

Teoremi  analoghi  hanno  luogo  per  le  superficie  del  secondo  ordine,  ed  i  piani 
delle  linee  di  contano  delle  coniche  circoscritte. 

[G.,  Pi.]. 


XVI. 
SOPRA  UN  TEOREMA  NELLA  TEORICA  DELLE  FORME  QUADRATICHE. 


Jinnall  di  Sciame  jratetruitU-hc  e  Fisiche,  tomo  V  (i3j4),  pp.  201-206. 


Una  forma  quadratica  si  chiama  trasformata  in  se  stessa,  quando  mediante  una 
sostituzione  lineare  la  si  trasformi  in  un'altra,  i  coefficienti  della  quale  sono  ordinata- 
mente identici  ai  coefficienti  della  prima. 

Sia 

(0  /  =  ZZ<,^-,^, 

una  forma  quadratica  ad  n  indeterminate,  e  sia 

^2  =  ^2,,)',  +  ^\,j.  +  •  •  •  +  ^.,„y„ 


una  sostituzione  lineare  la  quale  riduce  questa  forma  alla 

r  j 

I  coefficienti  della  sostituzione  lineare  saranno  dati  dalle  formole  seguenti.  Sieno  a^^^  delle 
quantità,  -^  n(«  —  i)  in  numero,  tali  che 

a^ ,  ^  o ,        a,^  -|-  a^ ,.  =;  o , 

SRioscHi,  tomo  I.  (4 


io6 
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e  poniamo 

Indicando  con  A  il  determinante 
e  con 

il  determinante  ad  elementi  reciproci  del  determinante  A,  si  avranno  le 

■^^,■  =  2/^,.,     A  c,,^  =  2 /j^ ,. ,     ...     A  f^^  =  2 /;,_,  — A,     ...     A  r^_,.  =  2 /;„_, . 
Questi  valori  si  ottengono  applicando  il  metodo  indicato  recentemente  dal  sig.  Her.mite 
per  la  trasformazione  delle  funzioni  quadratiche  in  sé  stesse  *). 
Lemma  I.  —  //  detcr)ni}iaìite 


H  = 


/:..-!     ...       i\ 


l. 


k.  .  —  1 


risulta  evidentemente  dal  prodotto  dei  due  determinanii 


Q  = 


A.    <.  ■■  -A 


<.    A^ 


■  A 

.  A. 


R 


o 

^.,:     ■ 

•    '^i 

'^,. 

0        . 

•    ".. 

^..,. 

'^.i,.   • 

.    .    0 

e  (juindi  sarà  nullo  per  n  dispari. 

Lemma  IL  —  Rappresentando  con  *''if^  ^  uìi  determinante  minore  dell'ordine  i  del  deter- 
minante H,  si  ha 


ssendo 


n(n  —  i)  ■  ■  .  (;;  —  f  +  i) 


I  .  2 


Se  nj  deduce  : 

r  r 

ALi   Q  essendo  determinante  simmetrico  si  ha  : 


•)  Cambridge  and  Dubliii  Matlieniarical  Journal,  voi.  IX  (iS)4),  p-  63. 
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ed  R  essendo  determinante  gobbo  simmetrico  si  ha  : 
per  n  —  i  dispari,  '''-^r,  =  —  'R    > 


per  il  —  !  pan, 


'R, 


(i) 


K' 


e  quindi,  essendo  per  ii  —  i  dispari  '''i?^  _,  =  0,  si  avranno  le 
per  II  —  z  dispari,     2.'"-^,  r  =  O) 


0) 


per  n  —  i  pari,         X  "'^,..  =  Z  Z  '"Q,,,  ^"R, 
Teorema.  —  La  equa:^ione 


e.  .  —  X 


^„,,  ^,..z 


ha,  se  n  è  dispari,  l'unità  per  mia  radice,  e  le  altre  due  a  due  reciproche,  e  se  u  è  pari  le 
sue  radici  sono  due  a  due  reciproche. 

Infatti,  sostituendo  i  valori  superiori  di  e,  , ,  c^  ^,  ...  si  ottiene  : 

K.  -  y       K,.      ■  ■  •      /^,„ 
''..:      K.  -y   ■  ■  ■      K.„ 


:zz  0  , 


K,  K.,      ■  ■  ■   K,„-y 

essendo  j  =  4-^(i  +  -^O'  ^  moltiplicando  il  primo  membro  di  quest'ultima  equazione 
per  A  si  ha  : 

K,  K..  -  I  +  ^    •  •  •        K.. 


(3) 


»,  Il  I      ^ 


=  0, 


essendo  -  =  - — ^ — ,  e  quindi  .v  ^  — ^^-7  ■  Sviluppando  questa  equazione,  avendo  ri- 
guardo alle  (2),  si  ottiene  : 

per  n  dispari,        ^"  +  -"^  1  '-=•//,,,  +  ...+-=  ^1  '"^..  +  ^  Z  "'^.„  =  o , 

e  per  n  pari,         ^"  +  -^^  J_  '-='//,,,  +  . .  .  4.  -^  _^  -//^_^  -\- H  =  0 , 

T  T 

le  quali  contengono  il  teorema  enunciato.  . 
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Corollario.  —  Se  supponesi  J^^  =  i,  ^, ,  =  o,  e  quindi  la  sostituzione   lineare 
sia  ortogonale,  si  ha  : 

r  r 

e  le  due  ultime  equazioni  diventano  : 

(   n  dispari  f  +  ^""^Z'-X.  +  •  •  •  +  lI."'K..  =  o, 


(4) 


ì" 


pan 


--_|.~-2;'""X..+  ...  +i?  =  o; 


e  siccome  i  determinanti  gobbi  simmetrici  d'ordine  pari 

(ij— 2ln  (>i— 4)r) 

"■r,r  >  ■^r,r  >  '  •    * 

sono,  come  è  noto,  quadrati,    le   radici  reciproche   saranno  in  questo  caso   anco  imma- 
ginarie conjugate. 

Per  H  :=  3  la  prima  delle  (4)  dà  luogo  alle 


e  quindi  le  radici  della 


^  =  o,        ^^  +  <.  +  <,  +  <,  =  o; 


C=,.  f=,.  —  -^'  ^'.r. 


c. ,  e.  ^  —  X 


saranno  : 


posto 


X.  =  I 


I  -(-  la 

~   I  —  :  X  • 


=  0 


I  —  !a 


a 


'  '~   l  +  ia  ' 


Se  facciamo 

x^  :=  a  -{-  i /; ,         X.  =z  a  —  ih ,         a  ^  ib  ^  r (cos  0  ji  ' sen  0) , 

2a 


si  ha  : 


=  I ,         tang  G  = 


dalla  quale 


1  —  a 


Si  avranno  quindi  le 

a,  j  =z  cos  >. .  tang  f  0 ,  «_  ^  =  cos  [/. .  tang  -^  ^  >         '^,;  =  cos  v  .  tang  7  9 , 

mediante  le  quali  si  ottengono  direttamente  le  note  formole  per  la  trasformazione  delle 
coordinate  di  Eulero,  Lexell,  Grunert,  Rodriguez. 
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Li  funzione  quadratica  /  ha  alcune  interessanti  relazioni  con  un'altra  forma  qua- 
dratica, le  quali  ci  limiteremo  per  ora  ad  indicare.  Questa  seconda  forma  è  la 

r        s 

nella  quale  ; 

a     =  y  •/    ^     ,        l     =y  A     k     . 

r.s  ^^       r.s      m,s  '  r,s  4^—         m,r      ni,s 

m  HI 

Ora: 

1°  posto  x^  -^  y^  =  2  :^^  si  ha  la  relazione  : 

2"  le  quantità  >.,  ^  hanno  la  proprietà  espressa  nelle  due  seguenti  equazioni  : 

K  +  \r  =  2A,^^,        \,  =  A,y, 
3°  il  discriminante  della  funzione 

(5)  ?  +  '>/ 

è  eguale   al    prodono    del   discriniinante  della    funzione  /   (determinante  Q),    per    il 
quadrato    del    determinante    primo    membro    dell'equazione  (3) ,  supponendo    in    esso 

-  =  +  1/1  + co. 

4°  le  radici  dell'equazione  (3)  forniranno  quindi  i  valori  di  io  pei  quali  la  forma  (5) 
è  decomponibile  in  due  fattori  lineari. 

Nei  casi  di  ;ì  =  3,  h  ^  4  queste  proposizioni  conducono  ad  altrettanti  teoremi 
geometrici  come  mostreremo  in  altra  occasione.  A  questa  specie  di  teoremi  geometrici 
appartengono  quelli  stabiliti  dal  sig.  Cayley  nella  sua  interessante  memoria  sulla  trasfor- 
mazione omografica  delle  superficie  del  secondo  ordine  *). 

[G.]. 


•)  Philosophical  Magazine,  t.  VI  (1853),  P-  5^6;  t.  VII  (1854),  p.  20S. 


XVII. 
SULLA  TEORICA  DEGLI  INVARIANTI. 


Annali  di  Scienze  Mateniaticlie  e  FisicìiCf  lomo  V  (1S54),  pp.  207-211. 


Chiamasi  invariante  di  una  l'unzione 

ogni  funzione  9  (ìì^  ,  ^, ,  ...  aj    àti    coefficienti  della  stessa,  di  cui  la  forma  sia   tale 
che,  indicando  con 

la  funzione  FQk.x  -\-  u-v,  a,.v  -f-  |J^,  v),  si  abbia  : 

Il  sig.  Cayley  ha  dimostrato  recentemente  *)  che    ogni  invariante  o  della  funzione  F 
deve  soddisfare  alle  due  equazioni  : 

(i)    /  • 

j  do      ,  da^      ,  do      .  ,  do 


*)  Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XLVII  (1854),  p.  109.  —  Vedi  anche 
una  memoria  del  sig.  Sylvester  nel  «  Cambridge  and  Dublin  Mathtraadcal  Journal  »,  voi  VII  (1852), 
pp.  52  e  179. 
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e  quindi  la  ricerca  degli  invarianti  di  una  funzione  è  ridotta  all'integrazione  di   queste 
equazioni  alle  derivate  parziali  del  primo  ordine. 

Sieno  ora  .v, ,  x^ ,  ...  x,,  le  n  radici  dell'equazione  F  (.v,  i  )  =  o,  e  vediamo  a 
quali  equazioni  debba  soddisfare  l'invariante  (p  dei  coefficienti  del  primo  membro  di 
questa  equazione,  quando  l'invariante  medesimo  sia  espresso  in  funzione  delle  radici, 
vale  a  dire  da  quali  equazioni  debbono  essere  sostituite  in  questo  caso  le  due  equazioni 
del  sig.  Cayley.  A  questo  scopo  faremo  uso  della  forinola  : 

la  quale  si  ottiene  facilmente  per  note  relazioni;  e  mediante    essa    trasformando    la    e- 
quazione  : 

d  x^        da^d  x^'^  da,d  x^~'     '  '  '  "*"  ò  a„  d  x^  ' 
si  ottiene  : 

«f|=-[".|^+(".+".')|i+-+("--+"-.'.+-+".<-)|i]^ 

e  quindi,  per  le  note  relazioni  fra  le  somme  delle  potenze  e  le  radici,  si  hanno  le 

essendo  .?,  =  .v,  -|-  ^^  "f"  •  ■  •  4"  -"^'.i-  Questa  seconda  equazione,  supponendo 
assume  la  forma  : 

Per  conseguenza  le  due  equazioni  richieste  saranno  : 

do     ,    do     ,  ,    do 

o.v_        óx,  a.v„ 

Il  sig.  Cayley  ha  inoltre  dimostrato  che  dalle  due  equazioni  (i)  deducesi  la 

/     do     ,  do     ,  ,  do\ 

^  \  'da     '         -da     '  '  da  / 
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"3 


ora  siccome  per  la  (2)  si  ha 

Zdo  do     ,  do     ,  ,  do 

si  avrà  anche 

do     ,        do     ,  ,         do         mn 

'o;c,         -a.v,    '  o\,  2    '^ 

cioè  supposto  che  l'invariante  9  espresso  in  funzione  dei  coefficienti  sia  del  grado  in, 
allorquando  venga  espresso  in  funzione  delle  radici  risulterà  del  grado  -^  in  n.  È  poi  evi- 
dente per  le  equazioni  superiori,  che  ogni  funzione  simmetrica  delle  radici  della  equazione 
F(a',  i)  =  o,  che  sia  anche  una  funzione  delle  differenze  delle  radici,  ed  in  ciascun  ter- 
mine della  quale  tutte  le  radici  entrino  uno  stesso  numero  di  volte,  sarà  un  invariante 
della  funzione  F(x,  _)■). 

Così  per  esempio,  indicando  con  x,  p,  y,  ^  le  radici  della 

(3)  a X*  -\-  4I' X'  -|-  6  e  A-'  -}-  4  d X  -\-  e  =  o, 

si  ila  :   1°  l'invariante 

-Lo  =  (a  -  {i)=(r  -  S)=  +  (a  -  y)^^  -  ^7  +  (a  -  ìiyC'fi  -  y)', 

il  quale  corrisponde  al  noto  invariante  quadratico  : 

(p  =  a  g  —  4  /'  (/  -|-  3  c^  ; 
2°  l'invariante 

ir?  -  (='-  -  '^n-f  -  ^YK-  -  T)(;^  -  '^)  +  (-  -  '^)('^  -  ;)] 
+  (-■  -  i)X'^  -  s)^[(--  -  w(v  -  ^^)  +  (^  -  '^)(;^  -  Y)] 

^  (a  -  Syc^  -  -o^[(x  -  ;ì)(v  -  ^^)  +  (x  -  v)Gi  -  <ì)], 

il  quale  corrisponde  all'invariante  cubico  : 

o  =  rt e i;  -j-  2  bcd  —  ad'  —  i; /'"  —  e'; 


t"r,.or- 


-■J' 


3°  l'invariante 

^?  =  («  -  wx-  -  vr  (^  -  ^y(^  -  yy  (1^  -  ^n-  -  ^)% 

ultimo  termine  dell'equazione  ai  quadrati  delle  differenze,  al    quale   corrisponde,    come 
è  noto,  il  discriminante: 

{de  —  ^bd  -{-  ^cy  —  2-  (acc  -\-  2hcd  —  a d'  —  e /r  —  e')'. 

Passiamo  ora  ad  accennare  una  interessante  relazione  che  ha  luogo  tra    le    radici 

BRiosCHi,    tomo  I.  1$ 
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dell'equazione  F{.\,  i)  ^  o  e  forme  analoghe  agii  invarianti  della  funzione  F(.v,  y).  A  ciò 
faremo  uso  della  nuova  formola  facilmente  dimostrabile  : 

5.V,  I 


nella  quale  le  r,  s  ponno  assumere  i  valori  i,2,...ii.  Facendo  in  essa  r^i,  2,...n, 

e  moltiplicando  le  equazioni  che  ne  risultano  per  iia^,  (h  —  O'^i  '  ("  —  2)17, ,.. .  <',._,, 
si  ottiene  la 

"da,    '    ^  ^    '  da,    '  '         'da     ' 


nella  quale  ponendo 
si  ha 


°da^  ^    'da,  da^^ 

e  la    funzione  9  avrà   quindi   la   proprietà   ch.j,   indicando    con  7.^,  7.^,  ...  a^,  i  coeffi- 
cienti della  equazione  F(x  -\~  h,   1)^0,  sarà  : 

?(='o>  ='..  •••  ==„)  =  ?G'o.  '^.  ■••  «„)• 

Mostreremo  in  altro  lavoro  come  una  radice  qualunque  x^ ,  e  quindi  la  funzione  9, 
debbano  soddisfare  ad  un'altra  equazione,  ed  alcune  rimarchevoli  conseguenze  che  se 
ne  deducono. 

Accenneremo  ora  una  trasformazione  per  la  risolvente  Lagrangiana  dell'equazione 
del  quarto  grado  (3),  dalla  quale  rendesi  evidente  la  relazione  fra  le  radici  e  gli  inva- 
rianti della  medesima.  Facendo  sparire  coi  metodi  ordinar)  il  secondo  termine  della 
risolvente  medesima,  si  ottiene  la 


0'—  (ac  —  4/^a-f  jr)e-)-  2 


a  b  e 
b  e  d 
e     d      e 


=  0, 


nella  quale  i  coefficienti  del  secondo  e  terzo  termine  sono  appunto  gli  invarianti  qua- 
dratico e  cubico  della  funzione  omogenea  di  quarto  grado  a  due  variabili.  Facendo  uso 
della  risolvente  posta  sotto  questa  torm.a,  si  ottengono  facilmente  le  espressioni  delle 
radici  dell'equazione  del  quarto  grado  date  senza  dim.ostrazione  dal  sig.  Eisenstein  nel 
tomo  XXVII  (1844),  p.  75,  del  «  Journ.d  fùr  die  reine  uiid  angewandte  Mathematik  ». 
Aggiungeremo  da  ultimo  che  anche  la  riduzione  alla  forma  conica  della  funzione  omo- 
genea del  quarto  grado  conduce  ad  una  equazione  di  questa  forma. 

[G.J. 


XV'III. 

INTORNO  AD  ALCUNE  PROPRIETÀ  DI  UNA  LINEA 
TRACCIATA  SOPRA  UNA  SUPERFICIE. 


Anfutfi  dì  Scietise.  ITatematirhp.  e  Fisichef  tomo  V  (1854),  pp.   252-240. 


I.  Consideriamo  una  linea  qualunque  tracciata  sopra  una  superficie,  e  sieno  a  , 
K'  ^,'  ^2'  ^2'  ^2"'  '^;'  ^;'  '^5  i  »:oseni  degli  angoli  che  la  tangente,  la  normale  ordi- 
naria, la  perpendicolare  al  piano  del  circolo  osculatore,  corrispondenti  ad  un  punto  di 
essa,  fanno  con  tre  assi  ortogonali;  ed  a,  b,  e  \  coseni  degli  angoli  che  la  normale  alla 
superficie  al  medesimo  punto  ta  con  quegli  assi.  Indicando  con  co  l'angolo  compreso 
dalla  normale  ordinaria  della  linea  e  dalla  normale  alla  superficie  si  hanno  le 

flfl, +  /'/',  + Ce-,  =  o, 
(^)  N,      aa^ -\- bb^ -\- ce,  =^  COSO), 


\      "  "2 
(      a  a. 


i,  -\-  bb. -4-  ce.  ^  sento. 

Rappresentiamo  con  s',  ò'  le  derivate   degli   angoli  di  contingenza  e  di  torsione  della 
linea.  Derivando  le  equazioni  (i)  si  ottengono  le 

/      fl'  a_  -j-  b'  b^  -\-  e'  e^  =  —  o'  cos  w  , 

(2)  ì     a'  a,  -\-  b'  b^  -j-  e'  f,  =  (y'  —  w')  sen  to , 

;     a'  a.  -\-  b'  b,  -\-  e'  e.^^  —  ('y  '  —  to')  cos  o,  ; 
dalle  quali  : 

;      a'  r=  —  flj  0'  cos  co  -|-  (a,  sen  co  —  a.  cos  co) (i'  —  co') , 

(5)  s      /''  =  —  b^  9'  cos  co  -\-  (/»,  sen  co  —  b.  cos  co)  (i'  —  oj'), 

e'  =  —  e,  o'  cos  co  -|-  (t,  sen  co   —  e.  cos  co)(ò'  —  co')  ; 
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ed  indicando  con  ^'  la  derivata  del  complesso  delle  successive  deviazioni  delle  normali 
alla  superficie  lungo  la  linea  che  si  considera  si  ha  : 

(4)  K"  =  a"  +  h"  +  i"  =  r/'  cos^  0.  4-  (0'  —  to')'. 

2.  Immaginiamo  la  superficie  sviluppabile  tangente  la  superficie  lungo  quella  linea. 
I  coseni  degli  angoli  che  la  caratteristica  di  questa  superficie  sviluppabile  fa  cogli  assi 
saranno  ordinatamente  : 

yrQ'c' — h'c),     -■^(ca'  —  e' a) ,     -y^iab'  —  a' b); 

•^  ^  ^ 

quindi,  chiamando  £  l'angolo  che  questa  caratteristica  fa  colla  tangente  alla  linea,  ossia 
l'angolo  compreso  dalla  medesima  tangente  e  dalla  sua  tangente  conjugata,  si  ha  : 


"■ 

/', 

^. 

a 

b 

e 

a' 

b' 

e' 

X.'  COS  Z  =z 


Ora  per  le  (i),  (2)  : 

'',    K    c,'\       I 

a      b      e     =  \  0 

a'     b'     e'  I  —  9'  COS  (0       o 

dunque,  osservando  la  (4),  si  hanno  le 
(5)  Z,'  COS  e  =  +  (•/  —  ('/),         V  sen  £  =  +  9'  cos  w. 


0  9    COS  (0 

1  o 


r'= 


o  ■  COS'  oj  : 


Y 

tani;  s  =  t- 


o  COSO) 


dalle  quali  : 

Indicando  con  fV  la  derivata  dell'angolo  di   contingenza  dello  spigolo  di  regresso  della 
superficie  sviluppabile,  si  ha,  come  è  noto  *) , 

a       b       e 
a'      b'      e' 
a"     b"     e" 

ossia,  sostituendo  per  a',  b' ,  e'  i  valori  (3)  e  per  a",  b",  e"  le  loro  derivate, 
S'  =  9'  sen  (0 


rV 


I 


r  9' costo"]' 

_|_|^angtang^,---^J, 


•)    l'aedi  l'ecctllciitt;    memoria  :  Sulle  figure    isopaiiiictrichc,  ecc.  del    prof.  Bordoni,    inserita    nel 
tomo  I  degli  i<  Opuscoli  fisici  e  matematici  n  pubblicati  in  Milano. 
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0  per  la  (6)  : 

(7)  ^'  ^  ?'  sen  w  -j-  s' , 

relazione  dovuta  al  prof.  Bordoni. 

Chiamando  /  la  lunghezza  della  porzione  di  caratteristica  compresa  fra  la  linea  che 
si  considera  e  lo  spigolo  di  regresso  della  superficie  sviluppabile,  trovasi  : 

(8)  /  =  ^. 

essendo  s  l'arco  della  linea  tracciata  sulla  superfìcie. 

3.  hnmaginiamo  la  superficie  gobba  luogo  geometrico  delle  normali  alla  superficie 
lungo  quella  linea.  Sieno  X,  Y,  Z  le  coordinate  del  punto  in  cui  la  generatrice  cor- 
rispondente al  punto  di  coordinate  .v,  y,  :;_  incontra  una  linea  qualsivoglia  tracciata  sulla 
superficie  gobba;  e  /  la  dist.mza  fra  quei  punti.  Si  avranno  evidentemente  le 

(9)  X  =  .x^ta,         Y  =  y  +  tb,        Z=i-\-tc, 
le  quah,  derivate,  danno  : 

X'  =  .v'  +  /'</  +  ta',         Y'  =  y'  +  /'/'  +  tb',         Z'  =  ^'  +  l' e  -f-  te', 

e  da  queste,  moltiplicando  ordinatamente  per  a',  b',  e'  e  sommando  i  risultati,  si  ottiene: 

;  C'  =  a'  X'  4-  />'  F'  +  e'  Z'  4-  s' o'  cos  co. 

Se  la  linea  immaginata  sulla  superficie  gobba  è  la  linea  di  stringimento  di  questa  super- 
ficie, si  ha 

a' X'  -{- b' Y'  -{- e' Z'  =^  0 , 
e  quindi 

^     ^  ^' 

(io)  /  =  -yr  sen  j. 


Questo  valore  sostituito  nelle  (9)  conduce  alle 


V  I    ''■*'  ir  ,    bs'  „  ,    cs' 

A  =  -v  -|-  yr  sen  £  ,         }  =  v  -f  yr  sen  t,         Z  =  ;:  -|-  yr  sen  £ , 


equazioni  della  linea  di  stringimento  di  quella  superficie  gobba. 

4.  Indichiamo  con  ;/,  v  le  coordinate  curvilinee  di  un  punto  della  hnea  che  si  con- 
sidera; poste  le  ordinarie  denominazioni  : 

. djd^        d  y  d  i  d_5x^'^'        d^^dx  _  dx  d  y       d  x  d  y 

d  lì  dv       dv  dit'  ■        d  u  dv        dv  du'  dii  dv        d  v  d  n  ' 
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^=(i^)+(ii,)+aì)- 

P  d  X  d  X       dy  d y       d:;^  d:^ 

d il  di'        d II  d v        d II  d v 


OH'  Oli  air 


D. 


^-^^  +  B,'^L  +  c''' 


d  il  dv 


d  li  d'i 


dudv' 


o.  =  4-^  +  i<|^  +  c|i , 


dv' 


dv' 


si  hanno  evidentemente  le 
—  £>  = 


:|/£G  —  /•"% 


dJ_dx^dJ^d2^dC_di 

du    d  II         du   d  11         d  II    dti'        "' 


e  quindi,  rammentando  essere  a,  b,  e  i  coseni  degli  angoli  che  la  normale  alla  super- 
ficie forma  coi  tre  assi,  si  hanno  le 

_  n  —  A  (^  ^-^  4-  ^-A  ^y  4-  ^LL^^ 
\d  II  d  il        è  II  d  H        d  II  d  ti  J  ' 

„    /da  d X         db  dy  _.dc  d^\ 

'  \dv  dv     'dvdvdvdvj' 

^da  d X    .    db  dy    .    de  d::^ 


D. 


/da  dx  .db  dy  _,dc  d:^\ 

\d II  dv  d II  d V        d II  dv / 

.  (da   dx  db  dy    ,5c  d^\ 

\ó  V  d  II  d  V  ~d  II    '    d  V  dii  /  ' 


Notiamo  di  passaggio  la  relazione  : 


da  d: 


db  dy 


de  dr 


da  d X    ,    db  dy     ,    de  dr        ^..  ^ ..    ,    ^  „  ^  ,     ,    ^^  ^ . 
du  dv        du  dv        dudv       dv  du    '^  dv  du        dv  du 

fra  due  linee  n  =  cost.,  v  =  cost.  a  tangenti  coajugate,  la  quale  riducesi  subito  alla  nota 
del  DupiN;  e  le  relazioni  : 

a        b        e 

da     db     de 
d  II     du     d  II 

da     db     de 
d  V     d  v     d  V 


R.K. 


I 
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a 

b 

e 

a 

b 

e 

I 

dx 

dx 

d-. 

I 

dx 

dy 

dK 

A 

du 

dn 

du 

A 

di' 

dv 

dv 

da 

db 

de 

da 

db 

de 

dv 

dv 

dv 

du 

du 

dn 

R,  ^  R. 


Siene  9,,,  (j/,, ,  w,,;  <p^,  v}/„,  w,,  per  le  line;;  u  ^  cost.,  u  =  cost.,  quanriti  analoi>he  alle 
denominate  cp,  ò,  (a  per  la  linea  qualsivoglia.  Osservando  alle  (3)  si  ottengono  iacil- 
mente  le 

D  =  A  ^  cos  w  1^",  £>,  =  A  V--  cos  co  y~G, 

du,  -  dv  ' 

L»,  ^  A    ~i^  cos  Ci   cos  A.  A ^4; '^  (cos  v   cos  o    —  cos  w.   sen  <•;  )  \\' h 

\_du  du  ^         '     "      '  '     '^J'   ' 

^  A  ^^  costo  COSA  H ^-^-^^r —  (cosv  COS  Co  —  COS  a  sen  co  )  l'G 

\_dv  dv  ^         "  '  "  :^j>      > 

essendo  a.,  ,  [a^.  ,  v^,  ;  1^ ,  y.^^ ,  v^^  i  coseni  degli  angoli  che  la  uuigente  alla  Imea  /(  =  cost. 
fa  colla  tangente,  la  normale  ordinaria,  la  perpendicolare  al  piano  del  circolo  oscula- 
tore per  la  linea  :■  =  cost.;  e  reciprocamente;  per  cui 


cos  1    ^=  cos  A. 


F 


ÌE  G 


Se  le  linee  u  =  cost.,  v  =  cost.  sono  ortogonali,  si  hanno  le 

D  =A^-%=^),/G  =  A^-^)|/£. 

'  f^   11  /-J  7  1 


d  u 


di- 


Indicando  con  0.,,  6^  gli  angoli  che  la  tangente  alla  linea  qualsivoglia  sulla  superficie 
forma  colle  tangenti  alle  linee  u  =  cost.,  v  z=  cost.,  il  valore  del  coseno  dell'angolo 
che  la  tangente  alla  prima  linea  comprende  colla  sua  tangente  conjugata  trovasi  facil- 
mente essere 

cos  £  =  -^  [(//'  D  +  v'  £)J  cos  e,„  \'G  -  (// '  D,  +  v'  DJ  cos  0„  )/E~\ , 
essendo 

H'  —  E(ii'D,  4-  v'Oy  4-  G(u'D  +  v'DJ-  -  zF^uD^  +  vD,^{hD  -[-  i-'D,), 
e  quindi 


sen  s 


-^  !"(/(  '  D  4-  :•'  D,)  sen  0^,  \'G  +  (/( '  D,  +  v'  DJ  sen  0„  j/fl . 
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Inoltre  si  ha  C  =  -rj  >  per  cui  sono  determinati  i  valori  delle  quantità  9'  cos  w  ti/'  —  co', 

appartenenti  alla  linea  qualunque,  in  funzione  delle  analoghe  quantità  corrispondenti  alle 
linee  u  =  cost.,  v  =  cost.  Nel  caso  particolare,  in  cui  queste  ultime  linee  sieno  linee 
di  curvatura  della  superficie,  saranno  : 


cos  i 


san  £ 


=  Aisen6cose(^|-_^)=^sen6cose(^-^), 
=  ^(^-^cos  e  -f  ^sen-6)  = -^  (^-^  +  ^-), 


H^.^s'f-^^--^' 


R: 


nelle  quali  0  =  0^^  ed  R^ ,  i?,  sono  i  raggi  di  massima  e  minima  curvatura  della  super- 
ficie corrispondenti  alle  linee  11  =;  cost.,  v  =  cost.  Si  hanno  quindi  le 

1  ,          ,         ,        /        f,  /  I           I    \             .                   t  /cos'  (»    ,    sen"  6\ 
'V  —  w'  =  s'  sen  e  cos  0  I -^ —  | ,         9  cos  0;  =  s  i^ f-  --^  l , 


^-'y-RT  "^ 

e  da  queste  : 


>!>'  —  w'  =  |/   ^^-^ 9'  cos  fo  j  (9'  cos  w  —  -^  j  . 

La  prima  delle  formole  superiori  è  dovuta  a  Bertrand,  la  seconda  è  la  nota  relazione 
dell'EuLERO,  e  la  terza  venne  trovata  da  Bonnet. 

5.  Le  formole  trovate  nei  n'  precedenti  si  modificano  allorquando  la  linea  trac- 
ciata sulla  superficie  sia  dotata  di  proprietà  speciali,  o  si  considerino  superficie  partico- 
lari. Eccone  alcuni  esempi. 

Li  linea  sia  di  curvatura.  Si  ha  cos  s  =  o;  quindi  dalle  (5): 

■y — oj'  =  0,  y'  =  4-  9' cos  w  =  -| — 53-, 

essendo  A'  il  raggio  di  massima  o  minima  curvatura  corrispondente  alla  linea. 

La  prima  di  queste  equazioni  costituisce  un  teorema  enunciato  dal  Lancret,  e  dimo- 
strato geometricamente  da  Liouville  e  da  Bonnet.    Da    essa  deduconsi  due  noti  teo- 
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remi  di  Jacobi  e  di  Joachimsthal.  Dalle  (3)  si  hanno 


e  le 

quali  equazioni  di  una  linea  di  curvatura.  Dalla  (7)  si  ha  la 


a'  :b'  :  e'  ^  d,'-  l\  :  t, 


e  quindi  dalle  (8),  (io)  : 

I 

V  =  (p'sen  (0  , 
9'sen  (0              i           o'cosoj 

I 

/ 
da  cui 

R 

Notisi  essere  la  l  il  raggio  di  massima  o  di  minima  curvatura  corrispondente  alla  linea 
immaginata,  quando  si  consideri  quest'ultima  come  linea  di  curvatura  della  superficie 
appartenente  ad  un  sistema  triplo  ortogonale,  dalla  comune  intersezione  della  quale  colla 
superficie  data  risulta  la  linea  medesima. 

La  linea  sia  geodetica.  Si  ha  w  ^=^  o;  la  caratteristica  della  superficie  sviluppabile 
coincide  colla  retta  rettificante,  la  generatrice  della  superficie  gobba  col  raggio  di  cur- 
vamra;  e  si  hanno  le 

-,'■  =  o'"  -|-  'V' ,         cos  ì  =  -j-  ~  ,         sen  t  ^  -j-  -yr ,         '  ^  y-r  sen  : . 
La  superficie  sia  l'ellissoide,  rappresentata  dall'equazione 

Chiamando  p  la  lunghezza  della  perpendicolare  condotta  dall'origine  al  piano  eminente, 
si  hanno  le 


dalle  quali 


'=1'-^,         '■=f|r,        '=f^ 


Per  questi  valori  le  prime  due  equazioni  (2)  diventano  : 

^cosco+/,.'(^  +  ^-A+i^)=CV-o/)sen.; 

BRioscHi,  tomo  I. 
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e  siccome  indicando  con  d  il  semidiametro  dell'ellissoide  parallelo  alla  tangente  la  linea 
si  ha 

d'  7.'     ^     '(/     ^     f    ' 

COSÌ  si  avranno  le  ^ 

(u)  p  1^  =  —  fr,' cos  co  ,         -^  cosoj  — /)5';;^T^  =  (4-'  —  w')sento; 

la  seconda  delle  quali,  avuto  riguardo  alla  prima,  si  muta  nella 

-^ — I z=:  fi'  —  io')  tang  oj . 

p     '     d  ^^  ^       o 

Da  questa,  supponendo  co  costante,  si  ha  : 

pd  =  Ac'i'""^^\ 
>Se  supponiamo  i|<'  =  o,  cioè  per  una  Hnea  piana  qualsivoglia  tracciata  sull'ellissoide, 

pd  :::=  A  COS  b)  , 

e  tanto  nel  caso  che  '{''  —  w'  =  o  ovvero  che  oj  =  o,  cioè  per  le  linee  di  curvatura 

e  per  le  geodetiche, 

pd  =  A, 

noto  integrale  dovuto  al  sig.  Joachimsthal.  I  raggi  di  curvatura  di  queste  linee  si  otten- 
gono facilmente  mediante  la  prima  delle  equazioni  (ii). 

Pavia,  giugno  1854. 

[c.]. 


XIX. 

INTORNO  AD  UNA  NOTA  PROPRIETÀ  DI  ALCUNE  EQUAZIONI 
ALLE  DERIVATE  PARZIALI. 


Annnfi  di  SrtPii^e  Mutematicfie  e  Ftvir/i*-,  tomo  V  (1854),  pp-   26S-270. 


Una  equazione  alle  derivate  parziali  del  secondo  ordine,  per  esempio  la 

(1)  r+^i  +  5/  +  C=o, 

d^Z  ■■       ■ 

nella  quale  r  =  3-^ ,  ecc.,  può  in  alcuni  casi  non  ammettere  una  equazione  alle  deri- 
vate prime  parziali  che  la  soddisfaccia. 

È  questa  una  proposizione  notissima  ai  geometri,  la  quale  ci  valse  i  metodi  di  L.\pl.\ce, 
Legendre,  ecc.  per  l'integrazione  delle  equazioni  alle  derivate  del  secondo  ordine  senza 
far  uso  delle  primitive  di  un  ordine  inferiore.  Ed  anche  la  ragione  di  questo  fano  è 
evidente,  giacché  il  valore  della  ~  dato  dalla  primitiva  generale  può  essere  di  tal  forma, 
che  non  sia  possibile  l'eliminare  da  esso  e  da  quelli  delle  sue  derivate  prime  parziali 
una  delle  funzioni  arbitrarie  che  compongono  la  primitiva  generale. 

Fra  le  equazioni  per  le  quali  verificasi  questa  proprietà  trovasi  la 

2  ù 

(2)  r  —  t =  0. 

Paoli  e  Lacroix  mostrarono  come  questa  equazione  non  ammetta  primitiva  alle 
derivate  prime  parziali,  considerando  che  la  sua  primitiva  generale 

i  =  ?{y  +  -V)  +  '^O'  -  ^-)  -  -4?'0  +  ^)  -  ^0  -  ^-)] 

è  di  tal  forma  che  per  essa  verificasi  la  proprietà  enunciata. 
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Il  prof.  Bordoni  alla  pag.  191  del  tomo  II  delle  sue  Lc:Qoin  di  Calcolo  sublime 
arriva  al  medesimo  risultato  senza  far  uso  della  primitiva  generale,  il  che  è  di  grande 
vantaggio,  come  è  facile  a  concepirsi.  Richiamo  brevemente  il  processo  del  Bordoni. 

Indicando  /(.v,  v,  ;;^,  p,  9)  =  0  una  primitiva  della  (i),  la  funzione  /  deve  sod- 
disfare o  la  prima  e  la  terza,  o  la  seconda  e  la  terza,  delle  equazioni  seguenti  : 

/('/)  -  ^^if(P)  =  0 ,      fX'ù  -  A7'(iO  =  o , 
yT^ [/ X-v)  +  /'/•(O]  +  yT^y  [/'(;•)  -f  ?/'(o]  -  C  =  0, 

posto 

Applicando  queste  forinole  alla  (2),  dalla  prima  si  ha  : 

/  =  />  +  '7  +  9  (■^■>  J>  v)  =  0 , 
pjl  quale  valore  la  terza  diventa  : 

?'Gv)  -  ?'O0  +  ?-?'(0  +  2/^  (o'CO  +  t)  =  ''' 

da  cui 

o  =  -  ^  +  1  (.V,   v) ,  V(.v)  -  V(  v)  -  A  4.  1^  =  0 , 

all'ultima  delle  quali  non  può  soddisfarsi  colla  À  funzione  delle  sole  x,  y. 
La  seconda  dà 

f  =  P  —  q-{-  -^(-^s  3'>  0  =  0, 

per  la  quale  la  terza  diventa  : 


e  quindi 


A  =  -  ^  +  H--,  ;■),      '^'(v)  +  'V 0')  - 4  +  ^  =  ""' 


impossibile  a  soddisfarsi  colla  f5  indipendente  dalla  -.  Ke  risulta  che  la  (2)  non  ammette 
primitiva  alle  derivate  del  primo  ordine. 

Se  la  equazione  proposta  ad  integrarsi  è  la 

(3)  r-t^jl^  =  o. 
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la  prima  e  la  terza  diiino  : 


?  =  ^  +  '■  (-v,  ;•) ,      V  (-v)  -  >.'  (}0  +  ^  -  "  ; 


e  la  seconda  e  la  terza  danno  : 


^  =  ~-+  'H-V,    V),  'V(a)  +  cV(v)  +  4  =   0; 

quindi  le  primitive  alle  derivate  del  primo  ordine  della  (3)  sono  : 

p-\-^+'+'^J  +  -'^  =  o, 

i,-,/+i  +  l^^^^^  =  o. 

.V 

La  primitiva  generale  è  la 

A  quelle  due  primitive  alle  derivate  prime  si  giunge  brevemente  osservando  che  la  (3) 
si  può  scrivere  sotto  le  due  seguenti  forme: 

[•vO'  +  ^)  +  x]  -[-v(/'  +  <7)  +  d  =  o, 

[•v(;'-'i)+^]'  +  [-v(p-'7)  +  x],  =  o. 

La  (2)  non  potrà  ammettere  analoghe  trastormazioni. 

Pavia,  luglio  1854. 

[C.]. 


XX. 
SUR  QUELQUES  QUESTIONS  D'ALGEBRE  SUPÉRIEURE  *)• 


Annali  di  Sriem*-  ^fatfìnatichf  e  Fi-firìir,  tomo  V  (1S54).   pp.    joi-512. 


I.  Soient  /(.v),  o(.\-)  deux  fonctions  algébriques,  rarionnelles,  entières  et  des  degrés 
n,  in  respectivement  {n  >  hì).  On  représente  par  .v,  ,  x, ,  ...  x,,  les  racines  supposées 
inégales  de  l'équarion  /(-v)  =  o;  et  l'on  pose 

/(.v)  =  «„  .v'^  +  a,  x'^-  +  a,  x"-^  +  . .  .   +  a... , 

?(x)  =  b^x"+  b,x—  +  è_,x--^  +  .  ■ .  +  b,„ , 

ni  =  H  —  e. 

Théorème  I.  —  Eh  supposani  r  <^  n  et  oj  =  r  —  ''  -(-  i   «^w  ^ 
(2)  a„  S^  +  ^,  S  _,  +  .z,  S,_,  +  . .  .  +  «^  S,  =  b^. 


*)  [Qui.  in  luogo  della  Nota  originalmente  inserita  negli  «  Annali  di  Scienze  jMatematiche  e  Fi- 
siche »),  si  riproduce  l'edizione  francese  della  medesima  che,  con  aggiunte  dell'Autore,  fu  pubblicata 
insieme  ad  altre  Xote  e  addizioni  nella  traduzione  della  Teoria  dei  determinanti  :  «  Théorie  des  déter- 
«  minants  et  hurs  principales  appìications,  par  le  Docteur  F.  Brioschi  ;  traduit  de  l'italien  par 
«  M.  Édou.\rd  Co.mbescure;  Paris,  Mallet-Bachelier,  imprimeur-libraire,  1856»  (pp.  151-170)1. 
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EfFecrivement,  si  l'on  représente  par  M^  le  premier  membre  de  cette  òquarion,  et 
qu'on  V  substitue  les  valeurs  de  5^,  S^_,  ,  .  .  .  ,  on  obtient 


M 
mais 


,  =  ^  [('^o  ■<  +  'h  ■<-'  +  •  •  •  +  '^-.  ^s  +  «.)  -}[J;]]  ; 


(3)  %:"  =  -  o^o-<  +  ".  -<-  +  •  •  ■  +  '^,-,  ■-<  +  ''.) , 

donc 


ou  bien 


ou  bien  encore,  en  obse''vant  que 
(4) 


et  si  l'on  suppose  r  -\-  i  ^  e  -\-  oj,  cette  équation  donne 

Dans  les  applications  de  cette  formule,  lorsqu'on  trouvera  oì  <^  o,  il  flmdra  faire 
M^  =  0,  comme  cela  résulte  de  l'équation  (5). 

L'hypothèse  r  =  ii  entraine  évidemment  M^^  =  0,  et  l'on  a,  en  mème  temps, 

Dans  le  cas  particulier  où  o  (.v)  =  f  (x),  les  équations  (2)  et  (6)  sont  les  rclations 
bien  connues  entre  les  coefficients  et  les  sommes  des  puissances  des  racines  de  l'équa- 
tion f(x)  =  o. 

On  a  suppose  dans  ce  qui  précède  in  <^  n;  si  l'on  avait  m  =  «  *),  on  trouverait, 
par  une  légère  modification  de  la  méthode, 

(2')  «„S  +  a.5  _.  +  .T,S_  4-  . .  .  +  .,S,  =  /,  __  _  '-^, 


*)  Ce  qui  suit  jusqu'au  n°  2  est  eniprunté  à  un  mauuscrit  de  l'auteur,   postérieur  à  la  Note  des 
«  Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche  ».  {Xott  du  Traducteiu). 
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ce  qui,  dans  le  cas  de  r  =  o,  reproduit  la  formule  connue  : 

Pour  montrer  l'analogie  des  S^  avec  les  sommes  des  puissaiices  des   racines,    soit 
fair,  pour  abréger, 


et  considèrons  le  déterminant 


on  a  évidemment 


H  = 


^. 

A, 

A^ 

/?(-v.) 
/'(•v,)' 

•  ^„ 

A^ 

.V| 

A. 

V,        .    . 

J„  .V, 

(-■) 


mais 


//^  = 


A  x"-'  ^,.\':-  .  .  .  ^  X-"- 

Il  2       1  ti       ti 

s  s  .  .  .  s 

o  1  >;— I 

5,  5,  .  .  .  5„ 


5.  .  .  .  5, 


v; 


H=A.A, 


et,  par  suite. 


H'  =  A:A:  ...  A: 


I 

I 

• 

.    .     I 

•^'. 

.Y 

- 

•    •    -'^',,- 

-C 

A 

ti— 1 
2 

•  •  -^r' 

^0 

^.     • 

■     ■     -^.r-l 

,, 

5, 

S,    . 

•     •     ^„ 

^.-. 

^„    ■ 

•     ^.«-. 

où  s,  =  x'  -{-  x^  -f-  ...  -f-  x\  Par  coiiséquent,  en  représentant  par  A  ce  dernier  dé- 
terminant, on  aura 

00  AIA;  ...  A:S  =  y. 

Or  on  sait  que 

/(•V,)/'CO   .../'Gv„)  =  A; 
donc 


(0 


?G^'.)?(-^J  ■••  ?GO  =  V- 


BRIOSCHI,    tomo    I. 


I  ^o 
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Voici  un  autre  rcsultat  auqucl  sa  singuhiritc    donne    quelque    importance.    Consi- 
dérons  lo  détei'minant 


M  = 


A 

^. 

•  •  ^^„ 

^,-V. 

J^x^       . 

•  •  ^„-\, 

^.-vr 

À^x--'   . 

•  •  ^„< 

I 

o 

.    .     0 

A,  A. 


I 

I 

.  .   I 

.V, 

•^'i    • 

•  •  ■^„ 

-v'r' 

-v"-'   . 

.  .  x"~' 

On  a 


et  si  l'on   tait 


So 

5, 

•  ■  ■  5„. 

-Z 

..', 

5. 

S, 

•  •  •  5,. 

-I 

-'.-v, 

M'  = 

5„_ 

..  s„^, 

•  •  •  •5,, 

—  4 

'^.■v: 

-'. 

^.•^■. 

.  .  .  J, 

■vr^ 

I 

5„ 

5, 

•  5„_, 

1 

5_ 

5.    ■ 

•  ^;-. 

A, 

—  A' 

5„_. 

5,_,  • 

•  ^■..-. 

■^r 

I 

.V 

.  .  .v"-^ 

0 

on  poLirra  cncore  ccnr; 


Or  on  sait  que 


Ar  =  ^  +  .j:/,. 


I  1 

A',  X. 


1 

X 


/(•v.y 


donc,  cu   se  rcportant  à  la  seconde  expression  de  M,  on  aura 

A:J:  ...  a: ^-^  =  -.4^-  +  A:k^ . 

Si  l'on  niuhiplie  les  deux  menibres  de  cetre  équation  par  AIA'_   ...  A],  et  qu'on    ait 
ògard  à  réquation   ((/),  il  vient 
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»    ou  hien 

?Gvj9(sy  ...  ?(.v„y  =  ?(.vj?(.v,) ...  o(.vj/(.v,)^4^  +  ^-.^- 

^  •'in-: 

Actuellement,  si  les  équations  ^  (.\)  ^0,0  (.v)  =  o  ont  cn  commun  la  seulc  racine 
X,,  il  en  rcsulte  v  =  0>  et  l'équadon  précédente  divisée  par  ?(-v,)o(.v.)  ...  o(.vJ 
devient 

?(-0?(.vJ...?(.v„)-/'(-V,)^4^, 

resultar  au  moins  siiii^ulicr  si  l'on    tait   attenrioii  que  -^-^ est    fonction    des    seuls 

coefficients.  Il  est  bon  de  remarquer  que  certe  derniére  relation  ne  subsisre  plus  si  les 
équarions  onr  quelque  autre  racine  commune,  parce  qu'il  devienr  alors  impossible  d'ef- 
fecruer  la  division  par  o  (.v^)  o  (.v.)  . . .  o  (.v J. 

Les  produirs  analogues  à  (p(.v,)o(.v.)  . . .  •'(.v_.)  pcuvenr  s'obrenir  plus  ^éncralemenr 
de  la  manière  suivante.  Ayant  fair 

^.  =?(^.)?(^3)  ■■•  ?(^J>        ^.  =  ?(v,)?(.V3)  ...  o(xJ,       ere, 

er  supposanr  que  les  équations  /(-v)  =:  o,  o  (.v)  =  o  admettenr  la  seule  racine  com- 
mune X  ,  le  resultai  de  l'éliminarion  de  .v  entre  ces  deax  équations  s'obtiendra  en  posant 

Or  V  étant  une  fonction  des  coefficients  i(,^ ,  a^  ,  .  .  .  ,  /'^, ,  /;^  ,  . . .  ,  on  aura 

^  =  .'(.v.)|:^i?.  +  o'(.v,)|^i?,+  ...  +o'(.vj|^ie„; 

mais 

a.v,  I 

.V, 


da,-        /'(.vj-'     ' 
donc 

Maintenant,    par    la    méthode    d'AsEL   (Serret,  Algebre  snpérieure,  2"  édition,  p.   59), 
on  a 

X^H-v)'H-v) 

i{/  et  0  désignant  des  fonctions    rationnelles  et  le  V   se    rapportant    aux    racines    de 
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_/(,v)  =  o.   Si  l'on  prend 


•K^-)  =  f„^"  +  ^-,-^-"^'+  •••  +'■.,   «   H-^) 


?'(-v) 


on  nura  évidemmcnt 


et  conséqucmmciit 


da. 


ce  qui  constiruc   une   forme  nouvelle  propre  A  représenter  une  tonction  rationnelle  eii- 
ticre  de  la  racine  conimune  A  deux  équations.  On  en  déduit  sur-le-champ 


:  x.  :  I  ^ 


diK  '  da. 


da       'da' 


resultai  obtenu  par  i\l.   Richelot  («  Nouvelles  Annales  »,  octobre  1854)  par   une  autre 
mètlìode,  et  qui  conduirait  réciproquement  à  la  lorniLile  qui  vient  de  le  fournir. 
Supposons  présentement 


CO 


/(■v) 


et  posons 


On   verrà,  coninie  lorsqii'il  s'cst  agi  de  l'expression  (a)  de  v,  que 


i?   = 


o  I 


II  — 2  n— I 


Mais  de  -i  (x)  =     -^^"^^    on   déduit 

^         ^  A"   —   .Y 


/(.V) 


.V  _  .V,  (.V  —  A-,)-' 
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^53 


et,  par  suite,  pour  r  =  2,  3,  . .  .  11 , 


•V(-v,)  = 


fX-\) 


On  aura  donc,  par  la  substitution , 


«,  =  (.V,  -  .V.)  JLi  +  (.V,  -  .O-^^y^  +  . . .  +  (.V.  -  .v,)-f^, 


et,  par  conséquent, 

Par  certe  relation  il  viendra 
S.  —  .V.  5. 

R.  = 


^,  =  5,.,  —  A-,  5 


I  '10 


.V.  S. 


5,-.v.S,       ...    S 

S.  —  A,  5,       .  .  .    S.  —  x.S 


-.V  S 

—  I  1        ri- 


I  5    ,  — .v,5 


ou  bien 


R.  = 


.      5.  -  .V,  S„ 
S.       5, 


.   5. 


5         5 

1  X. 


■  5„. 
.  5, 


■  ■  .< 


On  obtiendrait  les   R^,  R,  en    écrivant  .v^ ,  .v,  ,   .  .  .    à  la    place  de  x, .    On    apercevra 

par  ce  qui  va  suivre  la  relation  très-simple  qui  règne  entre  les  R^  et  les  dénominateurs 

,,...,-.  .  ,  ,  o  (.v) 

des  reduites  de  la  tracaon  continue  propre  a  representer   ',-;  (  . 

J(x) 

2.  Si  l'on  pose 

/_A  -^•;?(-^",)  I  -<?(-0 1  1  -•^.■?(-0         ^  T 

^ ' ^  (v  -  .v.)/'(-v.)  "^  (-v  -  -v J/'(.v J  +  •  •  •  +  (.V  -  .v„)/'(x„) 


ce  qui  entraine 


_?(.v) 


on  a  le 

Thkorè.me  il  —  L'cxpression 

(8)  n,r +..r_,  +  rt,r_,+  ...  +.7,t„ 

£5/  cVrt/e  à 

^o(«o-V'  +  '^.•^■'-"   +    •  •  ■    +  '^-.-V  +  '^.)  -  a'.-.-^-'""   +  ^'.-,  -^-"^  +    ■  •  •    +  ^-.). 

««  ayant  soin  de  indire  :;éro  à  la  fhce  des  coefficients  b  doni  les  indices  seraient  négatifs. 
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On  aper^oit  sans  peine  que  ce  tlu-oròme  est  une  conséquence  dii  tliéorème  I,  qui 
mentre  que 

^.=  v7_, -S,_,, 
et,  par  suite, 

(9)  7;  ^  r  .V'  -  (a-'  5,  +  A—  5,  +  .  .  .  +  .V  5  _,  +  5  .J. 

3.  Snpposons  que  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de /(a)  et  9  (x), 
effectuée  en  changeant  le  signe  du  dividende  et  celui  du  diviseur  dans  chaque  division 
partielle  (comme  cela  se  pratique  dans  le  tliéorème  de  M.  Sturm),  conduise  aux  relations 

où  :  les  (/j ,  i],  ,  .  .  .  ij^^^^  désignent  les  quodents  obtenus  dans  les  divisions  successives,  le 
premier  étant  en  general  du  degré  ;;  —  /;;  et  les  autres  linéaires;  et  les  i\,  r, ,  ...  /',„ 
sont  les  restes  correspondants  dont  les  degrés  respectifs  sont  génóralement  111  —  i, 
II!  —  2  ,  .  .  .  ,   I,  o.  Si  Fon  représente  par 

les  réduites  successives  de  la   traction  continue 

I 


I 


I2  —  ■ 


on  aura 

(II)  ;-,  =  9  11  -  fh\  ,     r.  =  o  D,  -  fN^  ,  ...     r,„  =  9  D,„  -  /iV„, 

et  les  Dj ,  A'^  seront  du  degré  ;;  —  in  -\-  s  —  i    et  .s'  —  i  . 

Cela  pose,  nous  nous  proposons  le  problème  suivant: 

Déterminer,  en  l'onction  des  coefficients  de  /(a)  et  9  (.v) ,  les    coefficients  des  ré- 
sidus  r,  ceux  des  quotients  q  et  ceux  des  numérateurs  et  dénominateurs  N,  D. 

D'après  les   lormules  de  la  décomposition  des   fracrions  on  a 

^  /(-vj  '     ^  L^  /'(-v,  jj  -  "^  '  •  •  •     Z.I''        /'(Av)J         a^  ' 

A^  désignant  le  coefficient  de  a'"^    dans  le  polynóme  '',(-'*■')'    '^"-    ^'■'"i"'"^   ^'^^   équations 
(i  i)  donnent 

'■,(v,)  =  o(a,)A(av), 
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'iì 


il  vient 


En  supposant 


1 


a 


DXx)  =  c^x'--  +  c\x—  +  . .  .  +r:-='  X  +  rr" 


(où  I  =  i  -j-  t'),  et  substituant  dans  les  cquations  prccédentes,  on  aura  un  nonibrc  d'ò- 
quarions  prócisèmeut  égal  au  uonibrc  dcs    cocfficients  c^,  c\,  ...  ,  tt  où  ccs  dcrnicres, 
quaiitités  auront  elles-mèmes  pour  coefhcients  los  S    definis  par    l'équation  (i).  De  ce 
système  linéaire,  on  pourra  donc  déduire  les  expressions  des  e  ,  t'^',  ...  ;  et  si  l'on  fait 


A    = 


5o 
5. 


.  S 


5, 


5._.     5     . 
où  i  ^  s  -\-  e  ■=  s  -\-  in  —  ii,  on  aura 

Par  conséquent, 

ce  qu'on  ;  eut  encore  écrire 


(12) 


AC-v) 


s„ 

5, 

.  .  S 

J, 

s, 

5, 

.  .  s 

"o^; 

5,_. 

5-, 

•  •  •5. 

I 

-V 

.    .    .V 

D'ailleurs  des  reladons  (ii),  savoir 

combinées  avec  N^D^_^  —  -^,_,D^  =  i,  on  déduit 
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et  en  siibstitunnt  dans  ccs  cquiuions  L'S  valeurs 

on  cn  conclut  sur-le-champ 

c'est-A-dire,  en    avant  c^ard  à  la  valour  de  e    et  observant    olu-   ^r-,--- 


(12') 


A  A 


,   A 


en  outre,  on  a  évidemment  A_^  =  b^^. 

Au  moyen  des  formules  (2),  (6)  on  passera  de  ces  expressions  qui  sont  lormées 
avec  les  5,  aux  expressions  analogues  formées  avec  les  coeiTicients  des  toncrions/(x),cp  (x). 

La  thcorie  de  la  dócomposition  des  tractions  ratlonnelles  donne 

'-. (-V)  ^  V r    '•' ^■^-)   "I  -  V r  ^^' ^''y^ ^^-^  ^ 

ce  qui,  en  avant  ógard  à    l'équation  (i2J  et  à  l'expression  (7)  de   7',.,  se  transtorme 

aisòment  en 

5.       S.       ...  5_, 


03) 


.  5 


r 


De  là,  par  les  t'ormules  (2),  (6)  et  (8),  on  dóduira  les   coefficients  >\  (a)  exprimé's  par 
ceux  de  /(a),  -p  (.v). 

D'après  l'équation  (9),  si  l'on   fait 


,.-5„  +  A--5,+ 


-v5_,  +  S,^,  =/,_,, 


cn  sorte  quc 


r,  =  r  A' -/,_,, 


le  déterminant  qui  figure  dans  le  second  memore  de  l'équation  précédente  se  partagera 
dans  les  deux  suivants  : 

5  I 


So 

s,       .  .  . 

s, 

s^ 

s._. 

^;-.  •  •  • 

7; 

Tx    .  .  . 

So 

5, 

•  ■  s, 

5, 

5.        ■ 

■  ■  s. 

s,_. 

5,_, 

■  ■  s. 

0 

/o 

■  ■  ■  J. 
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■J/ 


Donc,  en  se  rappelaiit  que   T^  =  iy~\  '  '^^  -ivant  ògard  à  l'cquation  (12),  011  aura 


A 


,-(.v)  =  ?(.v)A(v)---y/(-v) 
et,  par  conséquent, 


5„ 

S: 

.  .5 

5. 

Ò; 

.  .  5 

S,_, 

i',-,         • 

•  .  5, 

0 

/o 

••/, 

A     '   '' 


5      s 
s.     s. 


5.  ,     S 

0      L 


5,. 
S 


il  n'y  aura  plus  qu'à  iutroduire  les  S^  exprimés  par  les  coefEcients  de  /(.v),  9  (-v)»  P°'^'' 
avoir  l'expression  requise  des  N^ . 

Quant  à  la  valeur  d'un  quoriem  quelconque  q^ ,  on  pourra  la  dédalre  indifFcrem- 
nient  de  l'une  des  relations  connues  : 

A-.'L  =  A  +  A_., 

'■,-  ?.  =  ^  +  '•,-.  • 

On  remarquera  que  la  quantité  que  nous  avons  précédemment  appelée  R^^.  n'est  autre 
chose  que  D,„(^v)  *)• 

4.  En  différentiant  les  équadons  (io)  par  rapport  à  x,  on  obtient,  après  quelques 
réducrions, 

j  \  ^  .  i  K  jj  '     dx  dx  -  dx     '  '  dx 

ou,  en  supposant 


*)  [Questo  n"  3  della  traduzione  contiene   sviluppi   più    particolareggiati    che    nel    corrispondente 
n°  5  dell'originale  italiano]. 


BRioscui,  tomo 
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En  dcsignant  par  .v',  .v",  ...  .v*'"'  les  racines   de   l'équation  9(.v)  =  o,    on   déduit   de 
la  precedente  : 

/(•vj?(.v,)  =  9^(.v,)/,(-o  +  -.'-K-v,)  +  . . .  +  ^.,.^j:., 

et  celles-ci,  qiuind  on  a  égard  à  (ii),  fournissent 

^]  =  ?;  Gv,.)  +  -.  D]  (.vj  +  a^  Z;;  (.V,)  +   .  .  .  +  ._.  i);  (.vj  , 


Si  l'on  suppose 
et,  par  conséquent, 


III  z=   Il  —    I  , 


la  première  de  ces  équations  donne 

i'G\)       i'GO       •  •  •  pGvJ 


(14) 


où  l'on  a  fait,  pour  abréger, 


Dans  le  cas  particulier  où 


la  prenùère  ligne  du  déterminant  qui  précède  devient  divisible  par  x^  —  i,  et  l'on  a 


^;gv.)    ^:go    ■  ■  ■  Dìi-^j 


DLX^:)  ^L,(vj  •  ■  •  d:,_xxj 


=  o, 


propriété  déjà  énoncée  par  M.  Svlvestek.  L'équation  (14)  vérifie  la  conjeciurc  de  ce 
geometre  distingue  relativement  à  l'existence  d'une  équation  analogue  à  cette  dernière 
dans  le  cas  general  où  9(-v)  serait  une  fonction  quelconque  du  degré  (;;  —  i)  '). 


')  Sylvester,  0>!  a   Thccry  of   tlie    syiigetìc    rclulioiis  cf  tuo    raiional    integrai    Functioiis,  etc. 
(Philosophical  'rransacrions,  1855,  pan  III,  page  480). 
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5.  En  désignant  par  A  ,  A\  les  coefEcients  de  .v"'~',  .v""'"'  dans  le  polvnòme 
r,  (.v),  et  par  c^ ,  f '  ceux  de  _v"~"'"'"' ,  x"~"'^'~'  dans  le  polynóme  D  (.v),  et  se  nappe- 
lant  que 

on  a 

e  ■  r  ce         —  ce 


OL  =    ^ — ^  ,  p 


Maintenant  les  formules  pour  la  décomposirion  des  fractions  rarioniielles  doanent 


et,  par  suite, 


On  trouve  ainsi 


mais 

«o  =  ^.  '^.-,  '      '^i  =  4''"!^,  +  ^!  ^,-  ; 

donc 

I  ['v;(-'"),4g;](-  -  «  ")]  =  -  £ ,,-,  w , 

formules  données  sans  démonstration  par  M.  Sylvester  dans  le  Mémoire  cité  (On  a 
Tbeory,  etc,  p.  478).  La  forme  du  coefficient  de  q^^^  (.v)  est  ici  donnée  pour  la  pre- 
mière fois.  On  peut  joindre  à  ces  relations  les  suivantes,  qu'on  vérifiera  sans  peine  au 
moyen  des  principes  d-dessus  exposés: 

I[a(-v.)'V,W>|]]  =  ».      ■ 

2:[a(.v,)«,_,(.v,);^]=o, 

5:[«;Cv,).-,(«,),t]]  =  o. 

é.  Le  déterminant  qui  figure    dans  le    second    membre   de    l'équation  (13)  peut, 
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quand  on  ;i  cgard  à  Tóquation 


se  transtbniKT  daus  le  suivant 


r.  .  =  -  7". 


T         T      .  .  .   T. 

O  1  I- 

T.        T.     ...  T 


T.        T. 

I— I  i 


r,. 


et  conscquemment,  en  posant 

ce  mcme  déterniinant  ne  sera  autre  chose  que  le  discrlminant  de  la  tonction  quadrarique 
F.  Daiis  le  cas  de  9  (.v)  =  /'(•■^');  ^^  théorème  avait  déjà  été  énoncé  par  M.  Her.mite 
dans  soii  intéressaiit  Ménioire  :  Rcmarqncs  sur  le  ihcorémc  de  M.  Sturm,  présente  à 
l'Acadómie  des  Sciences  le  14  février  1853  (Comptes  rendus,  t.  XXXVI,  p.  294). 

Les  valeurs  des  résidus  exprimées  au  nioyen  des  racines  de  j  (.v)  =  0  peuvent 
aisément  s'obtenir  en  considérant  les  mèmes  résidus  sous  cette  dernière  forme.  Ainsi, 
par  e.xeniple, 

2_(.v-.x- )/(..•)    2_  (.V  -  .v:)A-vJ 

2_  (.V  _  .vj/'(.v,)       2_  (.V  _  .v,)/'(.v,) 


r„ 

T 

r. 

T 

ou  bien 

T.. 

T 

T, 

T. 

ou  encore 

I       .v. 


7;      7-,    I  _  e   ?(-v,)?(.v,.)  (-v,  -  -v.)' 


Semblablement 


^o  'i\  1\ 

T.    T,    r. 


^a        '^;        '^4 

et  ainsi  de  suite.  Le  synibole  S  représente  la  somme  d'autant   de  produits,   analogues 
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à  celili  qui  est  en  évidence,  qu'il  y  a  de  conibinaisons  dcux  à  dcux,  trois  à  trois,  etc. 
des  racines. 

7.  Nous  ajouterons  les  valeurs  des  résidus  '',  (a),  ''.(.v),  ''.(-v),  exprinics  par  les 
coefficients  des  foacrions  /(.v),  o(^x);  011  pourra  en  déduire  aiscment  la  loi  de  forma- 
tion  pour  Uii  résidu  quelconquc.  Les  expressions  qui  suivcnt  sont  obtenucs  par  la  mc- 
tliode  emplovée  dans  la  recherche  analoguo  des  résidus  de  Sturm.  En  supposant 
m  ^  Il  —  I,  on  a 

,  s         ^,1   /',.    b.   I 


ou 


''  -  <\ 

h 

P: 

) 

^0 

'^ 

a. 

a. 

0 

''0 

b,_ 
b 

J 

0 

p„ 

P. 

P. 

«0 

^, 

". 

a. 

/ 
4 

". 

0 

"0 

"1 

II, 

/, 

"4 

A     1 

0      4 

0 
0 

0 

^'0 

b,_ 

+ 

^'0 

K 

b,_ 

b. 

1 

0 

0 

Po 

P. 

P. 

^^3 

P.  =  0^0-^"  +  ".  -^  +  "3)9(-v)  -  (/Vv  +  ^)/W. 
Des  équadons  (12')  011  déduirait  en  outre,  pour  s  pair, 


J^^^m. 


a-    A- A- 


77^"-' 
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et  pOLir  s  impair, 


_  al  a; a:  ■■■  A-_ 
^^  -  Tf  a:a^  ...  a:    > 


Quant  aux  A,  on  les  calculerait  comme  les  résidus,  et  Fon  trouverait 


"0 

«■ 

a 

I 

0 

b 
b 

a^  a  a,  a  a 

O  «„  (7,  rt,  «, 

A.  =  ^     0  0  /'„  /\  /'^ 

0  /'  /'  /',  /' 

012, 

/'       /'      /'      /'.     /'. 


Des  valeurs  de  ;-(.v)  011  déduit  celles  de  D(.\),  N(.x),  exprimées  déjà  au  moyen 
des  coefficients  des  fonctions  de  <p(a.-),  /(a),  et  cela  par  la  forme  mème  du  détermi- 
nant  second  membre  de  la  valeur  de  r(.\),  ainsi  qu'on  l'a  indiqué  à  la  fin  du  n°  3. 

Les  expressions  trouvées  pour  r  (x)  et  A  restent  encore  les  mèmes  dans  le  cas  où 
m  <:^  ìì  —  i;  il  faut  seulement  avoir  soia  de  remplacer  par  des  zéros  certains  coeffi- 
cients convenables  des  fonctions  ^(.v),  /(x). 


P.ivie,  IO  aoùt  1854. 


[G.]. 


XXI. 
SULLE  FUNZIONI  SIMMETRICHE  DELLE  RADICI  DI  UNA  EOUAZIONE. 


Aìiiiti/i  di  Scienze  ^Tatenuitiche  e  -Fisiche,  tomo  V  (1854),  yy.  Jij-ji;;  .(22-4::S. 


NOTA     P  R  I  M  A. 


Sieno  .Y, ,  .V, ,  ...  .v,^  le  radici  dell'equazione 

x"  +  a,  X"-  +  a^x'-'  +  .  .  .  +  i>„  =  o , 
e  considero  la  funzione  simmetrica  delle  radici  : 

o='^:xUl..., 

dove  a,  p,  y,  .  . .  sono  numeri  interi  positivi.  Se  coi  noti  metodi  t ormasi  la  funzione  (p 
mediante  i  coefEciend  dell'equazione,  essa  risulterà  composta  di  termini  della  torma  : 

(1)  ±  a'r[  a'r\...  ai\  ; 

e  se  chiamiamo  indice  di  un  termine  qualunque  il  numero 

'',  ^,  +  '■.^"n  +  •  •  •  +  '':.h' 

avrà  luo^o  il  sesiruente  teorema  : 

Una  fHii:^ioi!e   simmetrica  o  delie  radici  di  una  equa-^ione  espressa  mediante  i  coeffi- 
cienti della  stessa  avrà  lutti  i  suoi  termini  del  medesimo  indice  o  sarà  omogene.\  ix  indice. 

La  dimostrazione  di  questo  teorema  si  appoggia  ad  una  formola  da  noi  data  nella 
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Nota  «  Sulla  teorica  de^li  invarianti  »  *).  Questa  formola  è  la 

•sr-      do  àzi      ,  5?      I  1  ^9 

Z_  '  dx^  '  òa^    '         -  èa^    '  '       "da. 

Ora,  essendo 

5;-v||;  =  ('-  +  !i  +  V+  •■■)?> 

si  avrà  : 

(2)  ^    1^4-2^, |^+    ...    -f-„«    |^  =  (a  +  ;i4-y4-    ...)o. 

\    y  '   d«,  -   (3(7,  0(7,,  ^        '  l'I  ^  ■ 

Quindi,  se  con  (i)  rappresentasi  uno  qualunque  dei  termini  di  o,  si  avrà  : 
'-.  ^,  +  'V-.  +   ■  ■  •   +  r,s^,  =  a  +  ;.  +  --+...   **), 

e  quindi  l'indice  di  uno  qualsivoglia  dei  termini  della  funzione  simmetrica,  espressa  me- 
diante i  coefficienti,  sarà  eguale  al  grado  della  funzione  medesima  espressa  mediante  le 
radici. 

Da  ciò  si  deduce  quale  corollario  un  teorema  del  sig.  Transon  pubblicato  nelli 
«  Nouvelles  Annales  »,  t.  IX  (1850),  p.  84. 

Se  con  i  indichiamo  una  funzione  algebrica,  razionale,  intera,  dall'equazione  (2) 
si  ha  : 


Mediante  la  proprietà  su  esposta  e  scritta  in  quest'ultima  equazione,  giovandoci  del- 
l'importante teorema  del  Sylvester  «  che  il  grado  della  funzione  9  espressa  coi  coef- 
ficienti non  può  superare  il  maggiore  dei  numeri  a,  (ì,  y,  ...»  ***),  possiamo  in  ogni 
caso  determinare  la  l'orma  della  funzione  medesima. 

Per  esempio,  supponendo 


=  3,     P 


-'     I 


si  avrebbe  o  del  terzo  grado  e  di  indice  5  in  ciascun    termine,  per  cui  la  forma  di  9 
risulterebbe  : 

o  =  -^n.a',  +  i^(7^(7   +  Ca,a   +  Da  a   -4-  Ha   , 

*  121  iji  ^;i  141  )' 


')  IWII,  pp.  111-114  (p.  ii3)j. 

**)  Q.ucst.1  proprietà  pel  caso  particolare   delle  somme    delle  potenze  delle  radici  trovasi  enunciata 
nelle  Medilatioins  algebrica  di  ^^'.\RI^'G. 

***)  l'hilosophical  Magazine,  voi.  V  (1853),  P-  299. 
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nella  quale  A,  B,  C,  .  . .  sono  coefficienti  numerici 

(.^  =  -1,    B=.2,     C=i,     D  =  -s,    E=s). 
Cosi,  se  fosse  a  =  4,  fi  =  i,  si  avrebbe  : 

(p  =  Aa\a,  -\-  Ba\a.  -(-  Ca^a\  -\-  Da, a,  -{-  Ea^a  -\-  Fa. 
{A  =  -i,     B  =  i,     C=3,     D  =  -^,     E=-i,     F  =  5) 
e  supponendo  a  =  2,  [i  =:  2,  y  =  i   si  ha  : 

a  ^  Ad,a   +  Ba  a   -4-  Ca 

(J  =  -i,     £=3,      C  =  -5); 
e  supponendo 

si  ottiene: 

9  =  Aa.  (A=-i). 

La  omogeneità  in  indice  è  anche  una  delle  proprietà  caratteristiche  degli  invarianti 
delle  funzioni  omogenee  a  due  variabili. 

Pa\-ia,  28  agosto   iS)4. 


NOTA     SECONDA. 

Nella  Nota  precedente  ho  dimostrata  una  proprietà  delle  funzioni  simmetriche  in- 
tere delle  radici  di  una  equazione,  per  mezzo  della  quale  proprietà  si  può  determi- 
nare la  forma  che  assume  la  funzione  simmetrica  medesima  allorquando  venga  espressa 
in  funzione  dei  coefficienti  della  equazione.  Lo  scopo  della  presente  Nota  è  di  far 
conoscere  un  metodo  mediante  il  quale  si  possono  determinare  i  valori  dei  coefficienti 
numerici. 

Sieno  .v^ ,  x, ,  ...  .v^_  le  radici  dell'equazione 

x"  +  a, .v"-  +  a^x"-'  +  ...  4-  fl„  =  o. 

Indico  con  o  una  funzione  qualsivoglia  dei  coefficienti  della  medesima,  e  con  s^  la  somma 
delle  potenze  erresime  delle  radici.  Rammentando  le  relazioni  esistenti  fra  i  coefficienti, 

BRioscui,    turno  I.  '9 
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le  radici  e  le  somme  delle  potenze  di  queste,  per  una  stessa  equazione,  si  concepiscono 
facilmente  le 

(89   d(f   da,        df:^  da^  d^  d^ 

ds,        da^  ds,.        di7,ds,     '     '  '  '        da,,ds, 
^^^  )     5 a,  div  d.\^    .da^  dx^  da,  3.v„ 

Ora  si  ha  : 

Il  =  -  0^_,  +  '^_.^,  +  •  •  •  +  '^C^  +  <-'); 

quindi    sostituendo  : 

da-  X~  5 -■*•',„    I  \~5.v„,         ,  .    V-5-V     ,_, 


Z_  ds. 


dalla  quale  evidentemente  : 


da-  I  .^  5a,  .    ^ 

-^  = «,  ,,     per  '  >  '  ,  ^  =  o,     per  r  <  r; 

Oi,  r  di, 

5a^ 1 

ds^  r   ' 

Per  questi  valori  la  (i)  si  trasforma  nella 

^^  da,^    'da^^^    '      'da^_^^    '  '  da,,    '       ds^ 

dalla  quale  interessante  relazione  possiamo  dedurne  molte  altre.  Accenneremo  Ira  queste 
la  seguente  : 

e  l'altra  che  si  ottiene  facendo  in  quest'ultima  r  ^  s  =  i  ^  i ,  cioè  la 

dcp     ,  do     ,  ,  do  do     ,  5?     I  I  5? 

'da,  'da,    '  '         "da,,         '  di,    '        -  di,    '  "di,, 

per  la  quale,  supponendo  cp  algebrica  razionale  intera,  l'omogeneità  in  indice  rispetto 
ai  coefficienti  ha  per  conseguenza  l'omogeneità  in  indice  rispetto  alle  somme  delle  po- 
tenze, e  reciprocamente. 
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Supponiamo  ora  che  9  sia  una  funzione  simmetrici  intera  delle    radici   dell'equa- 
zione proposta,  e  sia 

?  =  X  •^■■"  •^'='  •  •  •  •^"■'  • 

É  noto  che  la  funzione  9  è  esprimibile  mediante  le  somme  delle  potenze  delle   radici, 
ed  osservando  alle  forme  di  queste  espressioni  si  concepisce  facilmente  essere 


d 


Ì^_    ^    X    ....  ...-.       ecc. 


Quindi,  se  supponiamo  già  calcolate   alcune   di    queste    funzioni   simmetriche   di  grado 
minore,  conoscendo  la  forma  della  funzione  9,  la    equazione  (2)  e  le  analoghe   servi- 
ranno a  determinare  i  coefficienti  numerici. 
Esempio.  —  Sia 

9  =  ^x1x'x.; 

per  quanto  si  è  dimostrato  nella  Nota  citata,  la  9  espressa  mediante  i  coefficienti  sarà 
del  quarto  grado,  ed  omogenea  in  indice  dell'ottavo  ordine.  Quindi  : 

o  =  Aa]a.  -\-  Ba'a,  -4-  Ca'a  a   -\-  Da'a'  -{-  Ea  a   +  Fa  a, a   +  Ga  a  a 
-|-  Ia^a;a.  -f-  Ha,a^,  -)-  KiVa   -f-  La,  a.  -\-  Ma,  a',  -j-  Na'  -{"  -P^s- 
Supponiamo  conosciute  le 


s 


d9 

5t.  =  ^- 
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Dalla  (2)  si  hanno  quindi  in  questo  caso  particolare  : 

^"P  _L  „   ^?  _L  _L  ,    ^'f  J_  .  ^?   —  n 

da.         'da'  '      >  da„    ^    -^  ds 

89     ,  ,         do     ,        do 

do     ,  ,        do     ,       do 

da     '  '      'd  i/o  di. 


5 


do    ,        do    ,       5o 


drtg    '        di). 


dalle  quali  sostituendo  e  raccogliendo  si  ottengono  le  : 

"l'h(C  +  ^  -  3)  +  a^a.^iiD  +  G  +  L'  +  3) 
+  ".  "ì  a  +  A'  +  F  +  9)  +  '^ S  (2  M  +  7_  +  //  -  15) 
+  ,/.,/^(G  +  2  A-+  £-  3)  +  ,_^(L  +  P+  15)  =  o,     ecc., 

le  quali,  dovendo  essere  identiche,  danno  luogo  alle 

C  +  .J  —  3  =  o,     2  D  +  G  +  £  +  3  =  o,     i  +  A'  +  i-  +  9  =  o,     ecc. 
e  da  queste  assai  facilmente  si  haimo  i  valori  richiesti  : 

^  =  4,    .6  =  —  9,     C=  —  1,    D  =  —  2,    E=cì, 

F  =  —  10,     G  ^  IO,     i  =  I,     //  =;  16,     A'  =  o, 

1=1,     ,\/  =  —  I,     A- =  —  8,     P=  —  16. 

Osserviamo  che  nella  trattazione  di  questo  esempio  si  potevano  scegliere,   come    cono- 

d  0      do 
scinte,  funzioni  simmetriche  più  convenienti,  quali  sarebbero  le  -^,  ^-^,  le  quali  sono 

o  s,     a  s^^        ■ 

ambedue  evidentemente  eguali  a  zero;  si  sono  scelte  le  superiori  per  mostrare  la    bre- 
vità e  semplicit.ì  del  metodo  anche  nelle  condizioni  meno  opportune. 

Allorquando  j'erò  .sieno  conosciute  in  funzione  dei  coefficienti  tutte  le  funzioni  sim- 

d  o       d  0 
metriche  di  grado  minore  della  9,  cioè  le  -^ ,    ~- ,  ecc.,  si  può    ottenere  il   valore 

di,       ds, 

di  o  anche  nel  modo  seguente. 
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Indichiamo  con  /'  il  grado  '',  -j-  '',  -j-  ■  •  •  -j-  '',  della  funzione  o;  per  l'omogeneità 
in  indice  di  questa  si  avrà 


(3) 


do     ,  do     ,  ,  do 


dn^  da,        '  '  '     '        '  da^ 

e  ponendo  nella  (2)  r  ^  1,  2,   3,  .  .  .  r  si  avranno  le 


do 


do 


do 


^  +  ''.:5t+  •  •  •  +''-.-5T+      ^=0 


do     ,  .  do     .        do 

da,  '-da'        ds. 


5o 


do 


da,    '        ds. 


do       do 

dalle  quali  e  dalla  (?)  eliminando  le  ^r-^,    ^r-^ 

^  ^■'■'  da,      da. 


a,     2  a.     ^a.  .  .  .  ra 


a.        a. 


9  =  (-iy-^io 


si  ottiene 

rrt. 

0 

"r-, 

do 
ds. 

a^_. 

2 

do 

d^ 

ds. 


W'arixg  nelle  Maìitalioncs  Algebrica  ridusse  ad  una  formula  le  espressioni  di  una  fun- 
zione simmetrica  intera  qualsivoglia  in  funzione  delle  somme  delle  potenze  delle  radici; 
Li  ricerca  di  questa  formola  è  lo  scopo  della  Nota  li  alla  seconda  edizione  del  corso 
d'Algebra  superiore  del  Serret.  La  forma  di  determinante  è  anche  adatta  a  queste 
espressioni;  ecco  sotto  quali  condizioni.  Si  facciano  le  seguenti  convenzioni  : 

a,.  =5,.,     ^,,(2,.  =  i.;^,;,     a.,a^M;^,  =  Sr^-r,-,^  ,    tee, 

ed  in  generale  suppongasi  rappresentata  la  somma 


da  un  numero  i  di  quantità  a  a  doppio  indice  e  le  i\ ,  / , ,  ...  r,  sieno  distribuite  tanto 


IJO 
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in  luogo  dei  primi  che  dei  secondi  indici,  in  modo  perù  che  in  ;  —  i  qualsivogliano 
di  quelle  quantità  n  le  ;  —  i  lettere  distribuite  nei  primi  indici  non  sieno  le  stesse  di 
quelle  poste  nei  secondi,  ma  ditìeriscano  di  una,  cosi  per  /  —  2,  per  :  —  3,  ecc.  di 
esse  quantità.  Quindi  sarà  : 


ed 


^'.-.-5-4=   «...";,.  «.,4 ''4.;    =  «.,.''4,.«  =  .;«i,4 


1,2       2,j        >.l       4,4  1         2         j        4 


1,2        2,1         ,,4       4,j  I  2  ,-♦-    4 

Ciò  posto,  si  ha  evidentemente  : 


YK'K' 


rt, ,     n. 


r,    .,^  "I-^'J    ■■ 


X<'<^^?  = 


"...   ".,.   "..5 


«.,,    '^.,.   «. 


'?. .     'I. ,     <1. 


ed  in  Generale 


^•■a^^,-'5    —   ^'-,^'^-'2    +    2   5^,+^,  +  r,   , 


x<..- 


^'.' 


«... 

«...  • 

■  '^.,.- 

<;, , 

'h.2  ■ 

■  ";.. 

"... 

'h,.  ■ 

•  •  ". 

[G. 


XXII. 
INTORNO  AD  UNA  PROPRIETÀ  DEGLI  INVARIANTI. 


Antmìi  di  Scieitzf  ?Iatematiclie  e  Fislchrt  loniu  V  (18)4),  pp.  4u^-4i>. 


Il  sig.  EiSENSTEiN  ha  enunciato  *)  la  seguente  relazione  : 

(   =  AIA:-  GA^A^A,_A.^  +  ^A^A:-\-  ^A\A.^-  lA:A\, 
nella  quale 

A^    ^  <-^o''^2'';  H~   -^i'^;   —  '^l'^U 

A^  =  —  a^a,a.  +  2a^al  —  a;a^, 

ossia,  posto 

(/  =  ala'.  —  6a^a^a,a.  +  ^ajil  -\-  4  aia.  —  3  a'^al, 

i  valori  delle  y^^ ,  A^,  ...  sono  : 

°~Td^'  '^"6"a"7'        ^~"Tdrt,'  5~    2    da/ 


•)  Journal  fùr  die  reine  und  angewandtc  Mathematik,  t    XXVII  (1844),  p.   105. 
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L'espressione  ;;  è  il  noto  discriminaiits  della  funzione  omogenea  del  terzo  grado  : 

(2)  a^  X'  4-  3  rt,  x'y  +  3  a,  xy'  +  a.y-'  ; 

ed  indicando  con   U  il  discriminante  della 

,  ,  dii     .    ,     dn     ,       ,     dii        ,    ,     dn     , 

la  equazione  (i)  si  può  scrivere: 

Il  sig.  Sylvester  ha  denominato  la  espressione  (3)  Vfvcllantc  del  discriminante  della 
(2),  od  in  generale,  considerando  ima  funzione  omogenea  dell'ennesimo  grado 

(4)  «„ .V"  +  « «, .V- ■  y  +  "O'-'l a^ .V"-  f  +  .  .  .  +  a„  f 

ed  indicando  con  9   un  invariante  qualunque  della  medesima,   ha  chiamato  evettante  di 
esso  invariante  la 

Ciò  posto,  la  relazione  dell'EiSENSTEiN  può  essere  dimostrata  e  generalizzata  mediante 
il  seguente  teorema  : 

Un  invariaulc  qualunque,  dell' cvettanh'  di  mi  invariante  di  una  pincione  omogenea  del- 
l'ennesimo i;rado  è  una  jnniione  algebrica,  intera,  ragionale  degli  invarianti  della  jiin:^ione 
viedesiina. 

Questo  teorema  si  potrebbe  dedurre  dall'importante  legge  di  reciprocità  del  SvL- 
VESTUR  *),  ma  stimiamo  non  inutile  il  dimostrarlo  direttamente  nel  modo  che  segue. 

Un  invariante  qualunque  9  della  funzione  (4)  deve,  come  è  noto,  soddisfare  alle 
due  equazioni  **)  : 

i    a.y.^  -[-  2  (7.,  a,  -j-  3  a,a,  -j-  ...  -|-  //fl„_,  ot.^=zo, 

ì   '"',^,  +  ("  —  i)'^«,  +  ■  •  ■  +  "„=«„_,  =  0, 
essendosi  posto  -^-^  =  a  •  ed    analogamente    un    invariante  <h  dell'evettante    dcU'inva- 


*)  ();;  Itìc  piiìiiipli;s  of  tììe  Calculns  of  Foriiis.  Swt.  IV.  (The  Cambridge  .ind  Dubliii  M.Tthema- 
tical  Journal,  voi.  VII  (1S52),  p.   179I. 

**)  11  sig.  Cavley  è  giunto  a  dimostrare  che  una  sola  equazione  e  la  condizione  di  omogeneità 
sono  sufficienti  a  caratterizzare  un  invariante;  ma  non  credo  ancora  fatto  pubblico  questo  importante 
risultato. 
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nante  9 , 

verrà  determinato  dalle  due  equazioni  : 

l    n  x„  -.^-^ \-  (n  —  I  )  a,  -.^^ [-   .  .  .  -f-  y.     ,  ^r-^—  =:  o  , 

)         °  8a_     '    ^  ^    '  Ó7.,  ^  '       "-'  da,  ' 

^^^  ^  dò      ,  dò  '        ,  dò 

È  e\ddente  che  ò  sarà  una  funzione  algebrica  intera  razionale  dei  coefficienti  a^,  a^,  ...  , 

e  che 

3<j»    dò    d^-g     .dò    5y._  5'i    dx,, 

'  ^'      ~r -^ -^rr  ^  ■  ■  ■  -r- 


da^         d%  da^  dx^  da^         ••■  t    dy-„da^' 

Mediante  le  equazioni  che  si  deducono  da  questa  ponendo  r  ^  o,  i,  2,  .  . .  h,  e  dalle 

a„^s-^  +  2rt,-^  +  ...  +  na     ,  -s— !!•  =  —  (r  4-  i)a^ 
°  dfl^     '         '  drt,,     '  '         "-'  da^  ^     '      >    r-,> 

3*0    I    /•  N      3*1     I  I         3x„_,  , 

'   d£!,  Oi7^  '  da^  ^  I        y     r_, 

e  le  loro  analoghe,  che  si  hanno  derivando  rispetto  ad  a,,  a,  ...  a,,  le  equazioni  iden- 
tiche (5),  si  ottengono  le  due  seguenti  : 

dò      .  dò      .  ,  dò 

°  da      '         ■  drt      '  '         '-'  5a„ 


r  ^v  ,     dò  ^      ,     dò  1 

La  O  I  ti I    _J 


'^'^.^  +  («-  0'^-ÌT-+  •••+«„ 


3^0  '5'',  '  ■■■  '    "  a.z„_, 


=  —     ;;  a   ^^^ ^-  ()(  —  I  )  y.,^ h  •  •  •  4-  X      ^-^    ; 


ossia,  avendo  riguardo  alle  (6), 


di      ,  di      ,  ,  dò 

5i     ,    ,  ,     d'i/     ,  ,        dò 

'  da„    '    ^  -^   '  da,  oa^  , 
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le  quali  dimostrano  essere  y  un  invariante  della  funzione  (4),  od  in  generale  una  fun- 
zione algebrica,  intera,  razionale  degli  invarianti  della  medesima. 

Se  supponiamo  l'invariante  9  dell'emmesimo  grado,  e  l'invariante  "l*  dell'erresimo 
grado  rispetto  ai  coefficienti  dell'evettante,  quest'ultimo  invariante  sarà  del  grado  r(iii  —  i) 
rispetto  ai  coefficienti  della  funzione. 

Pel  caso  che  la  funzione  sia  del  terzo  grado,  l'unico  invariante  della  medesima  è 

il  discriminante  11;  quindi  il  discriminante  U  dell'evettante  di  ;(  (il  quale  sarà  del  grado  4  .  3) 

dovrà  essere  eguale  ad  una  funzione  algebrica,  intera,  razionale  del  terzo  grado  di  11,  cioè 

dovrà  essere  : 

[/  =  /;;(', 

essendo  /;  un  coefficiente  numerico,  che  si  è  veduto  eguale  a   16. 
Considerando  la   funzione  del  quarto  grado 

si   hanno  :  il  quadrinvariante 

Y,  ^  a  a   —  4  <;,  a.  +  ;  j'  ; 
il  cubinvariante 

Y.  :=  (J^a^a^  -\-  2  (i,ii,ìi.  —  l'./r  —  i^^a]  —  'il; 
ed  il  discriminante 
(7)  D=Yl-2^Yl. 

Indicherò  con  E^ ,  E, ,  E^^  gli  evettanti  corrispondenti  a  questi  tre  invarianti,  e  con  7,  (E,), 
y,  (£,)  gli  invarianti  quadratico  e  cubico  dell'evettante  £,  ;  ecc. 

Considerando,  per  esempio,  la  forma  Y,{EJ,  evidentemente  del  15°  grado,  pel 
teorema  superiore  si  avrà  : 

YXJ:J^  !Y':y^  +  >nY:Y;^nYl; 
e  cosi  per  la  forma    F,  (7:',)  del  quarto  grado  si  avrà  : 

y.(E^  =  pY:, 

nelle  quali  le  /,  ;;/,  /;,  /'  sono  numeri.  Per  la  funzione  omogenea  del  quarto  grado  questi 
coefficienti  numerici  si  ottengono  facilmente,  e  si  hanno  le  relazioni  : 


y.  uo  =  y.  >    y.  (£,)  =  ~  y:  >   y^  (^..)  -  9  >'k  ^^^  -  27  i-;)  =  ^  >':  ^  ■ 


Così 


r(£j=y^ ,   y^e;)=  ^(54  y:-yD ,   y-,ii^ù=-54  i7^"-^7  r:)==-j4ì^^^ 
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Da  ulrimo  osservando  alla  (7)  : 

D  (£J  =  D,        D  (E.)  =  Yl  (£,)  -  27  i':  (E.)  =  -^  5':  i^^ , 

D(EJ  =  }-(£•)  -  27  Y:(EJ  =  j29(Yl  -  54  YryDK 

Quest'ultima  relazione  è  per  le  funzioni  del  quarto  grado  l'analoga  alle  (i)  dell'EiSENSTElM 
per  le  forme  di  terzo  grado. 
Dalle  equazioni  : 

do    do    do    

^  "  '''"      "a^  ~  '■■  '      ■  •  ■       5^  ~  """ 


si  suppongono  ricavati  i  valori  di   a^,  a, ,  .  . 
tuiti  questi  valori  nella  o,  si  avranno  le 

do    doi-g     .     do    (9a,     . 
don^  da  doi    da^ 


a^  in  funzione  di  «^,  a^ , 


a„  ;  e,  sosti- 


+ 


dcp    aa_. 


TA  •  ■  ■       I     •    r    ^?       ^? 

Da  queste  si  ponno  ricavare  1  valori  di  ~— ,  -3-!- 


a« 


8a_^    da^ 

,  .  .  .  ,  e  si  avrà  per  esempio 


do 
doi 


da^ 

a  a. 


dy... 


essendo 


-K 


+ 


"'    aa,  ■ 

■    àa^ 

.   ^''- 

dx,. 

"     da,,    ■  ■ 

■   da,, 

da     8  a. 

d 

da„  da. 


d0L„\ 


Osservando   che  -^r— -  =  ^— ^ ,  l'equazione  superiore  si  potrà  porre  sotto  la  forma  : 

da  oa^ 


(■"-o^H- 


dr. 


dx. 


(m  —  l)a       -3-^   .   .   .   ^p- 
^  ^    '      da,  da. 


(m  —  I  )  X      -^-^  .  .  .  -^ — 
^  ■'   "     da,  da„ 
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e  siccome  si  ha 


«„    -^^    +  ^,^r-^  +     •     •     •     +   ^„^^    =    C'"   0*r) 


se  nel  determinante  superiore  agli  elementi  della  prima  colonna  si  aggiungono  gli  ele- 
menti delle  altre  ordinatamente  moltiplicati  per  — a,,  —  a^,  .  .  .  — a„,  si  ottiene: 

'o 

ed  analogamente  in  generale  : 

(in  —  i)-^T^  =  a,- 

Ne  risulta  che  l'invariante  di  grado  erresimo  dell'evettante  dell'invariante  di  grado  erre- 
simo  di  una  l'unzione  omogenea  qualsivoglia  (4)  sari  esprimibile  per  mezzo  di  quest'ul- 
timo invariante,  cioè  si  avrà,  secondo  la  notazione  su  adottata, 

ponendo  per  brevità  a^  :=  -^ —  ,  si  avrà  : 

0—1)- 


d  01. 

e  quindi 

do:,       - 


bYr'a.. 


Ciò  appunto  verificasi  per  l'evettante  del  discriminante  della  funzione  omogenea  del  terzo 
grado,  e  dalla  equazione 

si  ha  : 

le  quali  formole  erano  pure  state  date  senza  dimostrazione  dal  sig.  Eisenstein. 
Pavia,  li  6  settembre  1854. 

[G.]. 


XXIII. 

INTORNO  AD  ALCUNE  FORMOLE  PER  LA  RISOLUZIONE 
DELLE  EQUAZIONI  ALGEBRICHE. 


Annali  di  Scit^ttse  Uratmifiiì^'h*'  f  Fisiclif,  tomo  V  (1854),  pp.  416-421. 


Considero  la  equazione 

f  (.v)  =  .v"  +  a^  x"-'  +  a^x"-'  +  .  . .  -f  fl__  =  o 

e  suppongo  i  coefEciend  di  essa  funzioni  di  una  variabile  y.  Sieno  x^ ,  x,,  .  .  .  .v„  le  radici 
di  quella  equazione;  sostituita  una  di  queste  nella  medesima,  si  derivi  la  risultante  rispetto 
ad  v;  si  avrà  : 

essendo  F'  (.v)  la  derivata  della  funzione  F  (.v)  rispetto  ad  .v,  ed  F'  (}•)  la  derivata  della 
funzione  stessa  rispetto  ad  y,  avendo  riguardo  alla  sola  variabilità  dei  coefficienti.  Ora 
è  noto  *)  che,  indicando  con  A  il  determinante 


si  ha 


I 

I 

•  • 

.  I 

'^', 

•^■. 

•  • 

•  ^„ 

K' 

■.vr- 

• 

■  ■<" 

I 

I 

d\ 

F'(x) 


A  d: 


*)  Vedi  il  mio  opuscolo:  u  La  teorica  dei  dilerviiiiunti »,  ecc.,  Pavia,   1854  (pag    74). 
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c  Siccome 


A^  =  Z)  = 


m-<^ 


^o 

^•,  • 

•  •  ^„-. 

ij 

i,   . 

•  •  ^„ 

^„-, 

■^H       • 

■     ^2n  —  2 

^u 

^.                • 

■      •      ^,,-2 

I 

.s, 

■S, 

•      ■      •>'„      , 

.V 

^„-. 

^.,-,  • 

•      •      ^..,-. 

.V 

1 

,v 

.   .  .v"-^ 

I 

sostituendo  si  ottiene 


Ì^yD  +  F(y)m^o. 


Da  questa  formohi,  allorquando  si  suppongono  i  coefficienti  della  F(x)  =  o  essere  fun- 
zioni lineari  intere  della  variabile  y,  si  deduce  fitcilmente  l'importante  teorema  sulla  riso- 
luzione analitica  delle  equazioni  algebriche,  che  il  distinto  prof.  Betti  pubblicava  nel  fasci- 
colo di  gennaio  di  questi  Annali  [t.   \'  (1854),  p.    io).  Infatti,  supposto 


si  avrà 


ed  il  polinomio   O  riducesi  ad  una    1  unzione   algebrica  razionale  della  sola  variabile  x. 


K-v) 


Il  teorema   si    presenta    qui   sotto    una 


ponendo  in  esso  per  y  il  suo  valore  — 

forma  pii'i  comoda  nelle  applicazioni  di  quella  del  Betti.  Sceglieremo  ad  esempio  il  mede- 
simo riportato  da  quell'autore.  Sia 

Si  ha 

2  =  5'  (i  2  x*'  —  4  x^ y  -f-  1 20  .v^  —  28  X' y  -j-  x'y'  -\-  300  .v'  —  40  xy  -\-  ^y')  ; 
ossia,  ponendo  in  luogo  di  y  il  binomio  .v>  -\-  5  .v' ,  si  ha 

O^y.  x^  (.v^  +  5)^  C-v"  +  4  -v^  -  8  A-  +  l  2)  , 


per  cui 


5  j.;}'^y  +  108    =  .v(.v=  +  5)|V  +  4.v^  -  8  x^  -f  12 


'y 
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È  c\idente  che  ogni  qualvolti  i  (a)  sarà  eguale  ad  una  costante,  Q  risulterà  anclic  fun- 
zione intera  della  variabile  x,  e  del  grado 

«(«  -  3)  +  2  =  («  — i)(h  — 2), 

e  D  sarà  del  grado  ;/  —  i. 

In  una  Xota  «  Sulla  teorica  degli  invarianti  »  [X\'II,  pp.  111-114]  '^"  dimustrato 
che  una  radice  qualsivogha  di  una  equazione  F(.\)  =  o  soddisfa  ad  una  equa:iione  alle 
derivate  parziali  lineari  del  primo  ordine;  ed  ho  enunciato  come  essa  radice  soddisfi  ad 
un'altra  equazione  della  stessa  specie.  Ecco  come  si  giunge  a  questa  equazione.  Consi- 
dero le 

dx^  da^        dx^  da,  dx^da,,  

Ja^j^^'^d^^dJ]'^  ■  ■  ■  +  a^a"^ ~ ^ ' 

dx^da^         a  A,  da,  dx^  da,^ 

a7,a^  "*"  a7^  a7^  +  •  •  •  +  dV  aT  ~  "' 

e,  posto  in  quest'ultima  5  =:  i ,  2,  ...  r  —  i ,  r  -]-  1  ,  .  .  .  ;/,  si  moltiplichino  le  risul- 
tanti per  a-[,  x'^,  ...  A^_, ,  A-^_j ,  ...  A,',  ;  quindi,  sommandole  alla  precedente  moltiplicata 
per  a)  ,  si  otterrà  : 


óa", \r-aa,    ,        dx^sr  da,    ,  d.v^\—  da^^    , 


Ma 

5: 1^  ■<  =  -  (^-v,_.  +  «.  ^,..-.  +  ■  ■  ■  +  'K-.  s,)  =  A-.., , 

per  cui  si  avrà  : 

,  ,  ,       aA  ,      aA  dx     ,      ; 

^  ■'  '■'  da^  ^    '-da^  ^  '      ''"ai?,,     ' 

equazione  alla  quale  deve  soddisfare  una  radice  qualunque  della  f  (a)  :=  o  *).  Questa 
comprende  come  caso  particolare  quella  della  Nota  citata,  giacché  vi  si  giunge  facendo  i  =^  o 
nelle  ultime  equazioni.  È  importante  osservare  che  dall'equazione  (i)  non  si  ponno  dedurre 
che  n  equazioni  indipendenti  fra  loro,  e  ciò  tacendo  f  :^  o,  1,  2,  ...  ;;  —  i,  giacché 
l'equazione  che  si  ricaverebbe  ponendo  i  =  h  si  ottiene  da  queste  moltiplicandole  ordi- 
natamente per  a^^ ,  a^^_^ ,  ...  a^,  e  sommando  i  risultati.  La  stessa  proprietà  ha  luogo 


*)  R.\ABE,  Zuriìckfuhrung  da  Wur^etfonn  ciiur  algebraischin  Glcichung  aiif  die  Integration  tinca- 
rcr  partidter,  cder  auch  cines  Systmis  simultaner  gcimincr  Diffenntidgteichungcn  erster  Ordnuiig  [Jour- 
nal fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XLVIII  (1854),  p.   167]. 
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anche  per  l'equazione  seguente,  la  quale  non  è  che  la  (i)  sotto  altra  forma  : 
d x     ,  dx     ,  ,  dx  ; 

La  primitiva  della  (i),  nella  quale  siasi  latto  i  ^z  o ,  è  la 

(2)  X  =  —  ^  +  9  (a,  ,  y.^,  ...  a„_,)  , 

nella  quale,  come  si  è  veduto  nella  Nota  citata,  le  a_ ,  a, ,  ...  a^__^  sono  i  coefficienti 
dell'equazione  che  si  ottiene  facendo  sparire  il  secondo  termine  della  f  (x)  =  o;  in- 
fatti si  ha  : 

a  (lì  ~  i)(n  —  /-  -|-  i)  a] 

-.  =  ^^..-0'-'0",v+ 1.2  "-^+-  ■  • 


+  (-0' 


I  .  2  .  3  .  .  .  (r  —  i)  '  Ji'   ' 


I  .2.3  .  .  .  (r+  i) 


Osserviamo   che   la    quantità   a,,  è  omogenea    in    indice    dell'ordine   r  -\-  i   rispetto   ad 
fl, ,  r/, ,  ...  ((,,^_ ,  quindi  si  avr;\  : 

'art,  -  oa,  I    \    I      /    .*i  ^rt^^i 

Mediante    queste  e  le  analoghe   equazioni    trasformasi    facilmente   quella    che  si  ottiene 
dalla  (i)  ponendo  ;  =;  i,  cioè  la 

dx     ,  dx      ,  ,  dx 

'  oa^  -da,  '         '  oa^_ 

e  si  ha 

'da      '    -^    -    d  a,    '  '  '   da^^_  ' 

dalla  quale  : 

(3)  ?  =  4'(P.,  !^.>  ■  •  •  ^.-J^^. 

essendo  ti  il  simbolo  di  una  funzione  arbitraria  e 

I 

Le  /(i, ,  t^{i, ,  ecc.  sono  i  coefficienti  dell'equazione  che  si  ottiene  facendo  sparire  il  secondo 
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termine,  e  riducenJo  all'unitA  il  codlìciente  del  terzo,  neirc.]uazione  F(x)  =  o;  infatti 
questa  equazione  per  la  trasformazione 

diventa 

y"  +  y"-'  +  y"-''  i^  ^  +  •  •  •  +  .v  t^,  +  \"^Z.  =  o . 

Se  nella  equazione  (i),  nella  quale  siasi  tatto  ;  =r  2,  si  pone  per  a-  il  valore  (2),  si  ottiene, 
dopo  alcune  riduzioni , 


Ci     P  ''  2  ~\  il  '' 

colle  condizioni  x,  =  o,  a.  =  0;  e  sostituendo  in  luogo  di  9  il  valore  (3)  si  ha  : 


colle  condizioni 

k  =  i,     e„_,  =  o. 

Ponsfasi 


2 


si  ha 


2:II:B''  +  ^^'''-  "  f  ^''  +  '^^''^'^  -  v^"  -  '■  -  ')'•-'] 


4         '  ;; 

equazione  ad  integrarsi  per  determinare  la  forma  delia  funzione  ti. 

Pavia,  ottobre   185.]. 


[G.,    L. 


BRioscHi,    tomo  I. 


XXI\'. 
INTORNO  AD  ALCUNE  QUISTIONI  DELLA  GEOMETRIA  DI  POSIZIONE. 


Ammli  rìì  Sct^ìizr  Matematiche  e  Ft*£c/i^,  tomo  VI  (iSjs)  pp.  209-217 


I.  Sieno  M  =  o,  x;  =  o,  w  ^  o  le  equazioni  di  tre  rette;  una  conica  inscrina  nel 
triangolo  determinato  da  esse  potrà  rappresentarsi  colla  equazione  : 

9  ^  «^  -f"  "'■'^  +  w^  —  2  z) u'  —  2  u Zi'  —  2  // f  =  o. 

Supponiamo 

u  =  fl_  r  4-  /,_  5  +  e,  / , 

w  =  a,r  4-  b  s  -{-  e  t , 

e  si  determinino  i  coefficienti  a^,  h^,  ...  in  modo  che  per  questa  sostituzione  lineare 
la  forma  quadratica  o  venga  trasformata  in  se  stessa,  cioè  si  abbia 

z,  ^  r  -\-  s'  -\-  f'  —  2ts  —  2tr  —  2  rs. 

E  eWdente  che  in  questa  condizione  il  triangolo  determinato  dalle  rette  r  =  o,  5  ^  o,  /  =  o 
sarà  circoscritto  alla  conica  o  =  o,  e  che  le  equazioni  : 

(        fl,'-  +  /^,5  +  f,/  =  0, 

(i)  j      a^r-{-b^s-{-cJ^o, 

{     a.r -^  b.s -\- c.t  =  o 
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saranno    quelle  dei  lati  di  uno  qualunque   degli   infiniti  triangoli  circoscrivibili  a  quella 
conica.  Ora,  indicando  con  1,  [j.,  v  tre  quantità  arbitrarie,  e  ponendo 

I  _|-     ...  _  V    =  /,,  -  (v  +  A)  z=  /^,  1  +  u.    =  ^, 

p.  -]-  V    =  ;;/_ ,  I  -)-    V  —  A    =  m^ ,  —  ("A  -f  i>.)  =  in. , 

—  {?-  +  '0=  «,>  ^  +  '^-  =  ".»       1  +  >-  —  f-  =  »,, 


A  = 


J,       /«j       », 

/.     in.      11. 


^  I  +  4  0-I^-  +  ''■''  +>"-^)> 


i  valori  dei  coefficienti  a  ,  h  ,  . .  .  ,  '\  quali  rendono  soddisfatta  la  condizione  suddetta, 
sono,  come  è  noto  "), 


A(7.  ^  2 


ÒA 

dì 


Ih,  = 


dx 


\c.  =  2 


d\ 


di  ' 


quindi  le  equazioni  (i)  assumono  la   forma  : 

Ah=3  — (2;a— i)(2v4-i)r+2(2;y.— i)(y.  +  v)ir  +  2(2v-f-i)(-A-f  v)/  =  o, 

(2)       At'  =  2(2A+l)(A  +  v),-  — (2  V—I)(2A+  1)5+ 2(2  V  —  l)(v +  },)/  =  O, 
(au^:=2(2A— l)([;.4-A)'-+2(2[/.+  l)(A-f  a)i  — (2A— l)(2p.+  l);  =  0. 

2.  Le  equazioni  delle  rette,  che  in  un  triangolo  qualunque  (^nvw)  uniscono  i  vertici 
degli  angoli  ai  punti  di  contatto  della  conica  coi  rispettivi  lati  opposti,  sono  le 


w  =  o. 


w  —  u  =  o , 


o. 


Quelle  tre  rette  si  segano,  come  è  noto,  in  un  punto,  il  quale  sarà   determinato  dalle 
equazioni  : 


essendo 


l     I        I  I  il  1  1        I        i     1 

;a_  —  v_  =  4  k(u.  —  v)  —  2  (v  —  a)  -f  2  (a  —  y.)  , 
v_  —  A,  =  2  (.a  —  v)  +  4  /.■  (v  —  a)  —  2  (A  —  [J.)  , 
1_  —  [^  =  —  2  (a  -  v)  -j-  2  (v  —  >.)  +  4  k  (A  —  IJ.) 


')  UtRMlTE,  Sur  la  llìéorii  dis  forvus  quadraliqiies  tertuiircs  indèfiuUs  [Journal  fùr  die  rcine  und 
an^cw.nndtc  Mat'acni.itil:,  t.  XLVII  (1854),  p.   307].  —  Brioschi  IXVI,  pp.   105-109]. 
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e  k  =  ).-{-  'j.  -}-  V. 

A  quali  condizioni  dovranno  soddisfare  le  ).,  y-,  v  perche  gli  infiniti  analoghi  punti 
corrispondenti  agli  infiniti  triangoli  circoscrivibili  alla  conica  (p  =:  o  si  confondano  in  un 
sol  punto  ? 

Pel  triangolo  ('"•^0  i^  punto  di  comune  intersezione  viene  dato  dalle  equazioni: 

e  quindi  le  )-,  ;-/-,  v  dovranno  soddisfare  alle 

A  =^  u.    =  V   ; 
i       i  I  I  ' 

ossia  dovranno  essere 

(3)  >-  =  y-  =  -  ■ 

Ora,  osservando  che  una  proprietà  della  trastormazione  in  sé  stessa  è  la 

),  ;(  -j-  <J.  V  -|-  V  zv  ^zL  /.  /-  -j-  u.  j-  -|-  V  / , 

si  otterrà  per  questo  caso  particolare  : 

(4)  n-^v-^u'  =  r-^s^t, 

e  quindi  per  le  due  forme  della  9  si  avrà  : 

V  li'  -\-  Il  li'  -{-  Il  V  =r=  s  l  -\-  r  l  ■-{-  r  s  ; 
ma 

V  =  ;•  i  +  ;•  /  -)-  5  /  =  o 

rappresenta  l'equazione  di  una  conica  circoscritta  al  triangolo  (r  s  /);  ne  risulta  che  le 
equazioni  (3)  corrispondono  geometricamente  all'essere  inserirti  nella  conica  'y  =  o  gli 
infiniti  triangoU  circoscritti  alla  conica  0  =  0. 

Si  noti  che,  immaginando  il  triangolo  circoscritto  alla  conica  '!-  =  o  ed  avente  i 
punti  di  contatto  ai  vertici  degli  angoh  del  triangolo  (uvw),  la  retta  sulla  quale  sono 
situati  i  punti  di  intersezione  dei  lati  omologhi  di  essi  triangoli  è  rappresentata  dalla 

H  -\-  V  -\-  IV  =  o  ; 

quindi  per  l'equazione  (4)  tutti  i  punti  di  intersezione  corrispondenti  agli  infiniti  trian- 
goli (/(  V  li')  saranno  situati  sulla  medesima  retta  : 

r  -f-  i  -f  /  =  0 . 

Questi  teoremi  sono  già  noti  e  dimostrati  da  Sturm,  Hear\,  ecc. 

3.  Considerando  il  triangolo  (r5/)  ed  un  triangolo  qualsivoglia  (tiviv),  si  otterrà 
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un  esagono  (ahcdcf)  circoscritto  alla  conica  9  =  0.  Siano:  a,  b  i  punti  di  intersezione 
della  retta  /  =  o  colle  v  =  0,  ti  =^  0;  e,  à,  e,  f  quelli  di  intersezione  della  5  =  0 
colle  H  =  o,  w  =  o  e  della  r  ^=  0  colle  iv  =  o,  f  =  o;  le  equazioni  delle  diagonali 
(a  d),  (b  e),  (cf)  saranno  rispettivamente  : 

2  (1  +  v)0.  +  a)r  -  (2  V  -  0(1  +  ;.)5  -  (2  a  +  i)(>  +  v)  /  =  0, 

-  (2  V   -j-  l)(>,  +  ;;.);•  +  2(a  +  v)  (>.  +  ,,)s  _  (2  >  -  l)(v  +  ;.)  /  =.  o, 

-  (2;^-  -  l)(v  +  >.)r  -  (2  1  +  l)(;.  +  v),-  +  2  (A  +  v)(v  +  -.)/  =  O. 

Queste  tre  rette  si  segano,  come  è  noto,  in  un  punto,  il  quale  sarà  determinato  dalle 
equazioni  : 


,,.  _^  V  V  +  >  A  +  [..  ' 

per  conseguenza  : 

Teorema  I.  —  Se  i  triaiiiroli  (uviv'),  e  qiiinJi  ì'(rst),  circoscritti  aììa  conica  (^  =  0, 
sono  anche  inscritti  in  una  vicdcsiiiia  conica,  i  punti  di  iiil:rse:iione  delle  diagonali  degli 
infiniti  esagoni  corrispondenti  agli  infiniti  trianooli  Qiviv^  coincideranno. 

4.  I  punti  di  contatto  del  triangolo  (r  i  /)  e  di  un  triangolo  (//  v  tu)  colla  conica 
9^0  determinano  un  esagono  (123456)  inscritto  n;lla  medesima,  essendo  i,  3,  5 
i  punti  di  contatto  dei  lati  /  ^  o,  j  :=  o,  r  =  o,  e  2,  4,  6  quelli  delle  rette  u  =  o, 
tu  :=  o,  V  =^  o.  Le  equazioni  dei  lati  (12),  (23),  ...  di  questo  esagono  sono: 

(34)      (2  A  —  l)r—  2(2;/  +  1)5  =0,  (61)      (2  >.  +  l)5—  2(2V  —  i)/ =  0, 

(12)       (2;a_i)Ì?-2(2V  +  i)/  =  0,  (45)       (2..  +  l)r-2(2>.-l)r^0, 

(56)       (2V   —  l)5—  2(2/.  +  l);-z^O,  (23)       (2V  +  l)i^  —  2(2[A—  l),-  =  O, 

essendo 

R  =  r  —  s  —  t,         S  =  —  r  -\-  s  —  l,         T  =  —  r  —  s  -{-  t. 

Ora,  se  si  indicano  con  /  =  o,  ;;/  =  0,  «  =  o  le  equazioni  dei  lati  (34),  (12),  (56), 
si  otterranno  quali  equazioni  dei  lati  (61),  (45),  (23)  ordinatamente  le 

—  al  -\-  p  in  -|-  Y /'  ^  o  , 

a  /  —  b  in  -^  Y  H  =  o  , 

0.1  -\-  [i  IH  —  e  n  =  o , 
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nelle  quali  si  è  posto  : 

a  =:  2  A  -|-  I  ,  />   =:   2  y-  -}-  I  ,  C    ;=  2  V  -|-  I  , 

''  =  2(y-  +  -'),  ;ì  =   2(v-|-    a),  y^2(A  +  ;A). 

Le  comuni  intersezioni  dei  Lui  opposti  dell'esagono 

(12345^0 
sono  situati  sulla  retta  rappresentata  dall'equazione 

to_  =  7. /  -[-  [i in  -\-  VII  =  0  ; 

cosi  quelle  dei  lati  opposti  dell'esagono  (143652)  sulla  retta 

0^  ^=  a l  -\-  b in  -\-  cu  =  o , 

e  quelle  dei  lati  opposti  dell'esagono  (163254)  sulla  retta 

(a  —  ,;)  /  -f  (li  —  h)  in  +  (y  —  e)  11  =  0 . 

Queste  tre  rette  concorrono,  come  è  noto,  ad  uno  stesso  punto. 
Se  supponesi  a  =  ;a  =  v,  si  hanno  le 

a  ^  b  =^  e ,         z  =  [i  ^  V  ; 
quindi  le  tre  rette  superiori  coincidono  colla 

/  -|-  w  -[-  H  =  o, 
la  quale,  in  questa  ipotesi,  equivale  alla 

/•  +  i  +  /  =  o . 
Siamo  cosi  condotti  ai  seguenti  : 

Teorema  IL  —  Se  i  vertici  degli  angoli  dei  due  triangoli  detcrminati  dalle  tangenti  a 
sei  punti  di  una  conica  non  consecutivi  né  opposti  (i,  3,  5;  4,  2,  6)  sono  situati  sopra  una 

seconda  conica,  le  ire  rette  di  Pascal  corrispondenti  alla  permutazione  I      ^  /■)  coincidono. 

Teorema  III.  —  5i.'  supponiamo  che  uno  di  questi  triangoli,  per  es.  il  secondo,  si  muova 
mantenendosi  circoscritto  alla  prima  conica  ed  inscritto  nella  seconda,  ed  indichiamo  con  y,  x,  :^ 
i  punti  di  contatto  per  una  posi:iione  qualsivoglia,  tutte  le  rette  di  Pascal  corrispondenti  alla 

permuta:^ione  1       -'      \  si  confondono  in  una  sola  retta. 

Questo  teorema  comprende  evidentemente  il  secondo. 

Considero  le  rette  di  Pascal  corrispondenti  alle  permutazioni  (236),  (146),  (245); 
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le  equazioni  di  queste  rette  sono  : 

(243561)  t.)^  = /n-w^ -f /x([iY —  />(-)  =  o, 
(2 13465)  6^  =  [i  Y  0,  +  /  a  (/-  e  -  li  Y)  =  o , 
(253164)     (0^  —  0^  =  0; 

(134562)  (0,  =  (!f(o^  -|-  w[i(aY  —  ac)  ^  o, 
(i  24365)  0.  =  a  Y  0_  +  m  h  {a  e  —  a  y)  =  o  , 
(154263)     (0.  —  0.  =  0; 

(234651)     w    =1  abo)^  -\-  ìiy(y.'i  —  « /')  =  o, 
(214356)      0,  =  a[iO,  +  ,u-(ub-  ali)  =  0, 
(264153)      (0^-0^  =  0. 

I  punti  (<'-'/0>  0'^' '■'>)'  (''•'- ^O'  (''■*  '■*  )  sono  situati  sopra  una  medesima  retta;  l'equa- 
zione di  questa   è 

a  li  y'J^  -J-  (i  bco)^  =  o. 

Ora,  se  Ti  =:  [7.  =  v,  questa  equazione  riducesi  alla 

/-}-'«  +  "  ^  '■  +  ^  +  '  =  0  ; 

quindi,  ritenendo  le  denominazioni  del  Teorema  III,  si  ha  : 

Teorema  IV.  —  La  retta  di  Steiner  ,  sulhi  quale  sono  iiludìi  i  quattro  punti  cor- 
rispondenti alle  pcrniuta:(iom 

(135),         (•^'3x)>         (ivO>         (-^75), 

rimane  la  stessa  qualunque  sicno  i  punti  di  contatto  .\ ,  y ,  - . 

E  noto  che  le  tre  rette  di  Steiner  corrispondenti  alle  permutazioni  : 

(     (135),        (236)>         (mO,         (245) 

(^)  (13.),         (^^34)  >        (1^4),         (625) 

(    (135),         (432),         (162),         (465) 

concorrono  ad  un  medesimo  punto  determinato  dalla  permutazione  (135)  o  dalle  rette 
oì^  =  Oj  :=  o.  Ne  risulta  che  nei  dati  del  Teorema  II  si  ha  il 

Teorema  V.  —  Le  tre  rette  di  Steiner  corrispondenti  alle  permntaxjoiii  (A)  coincidono 
colla  retta  nella  quale  si  confondono  le  Ire  rette  di  Pascal  corrispondenti  alla  perniuta- 
^ione  (135). 

H  nei  dati  del  Teorema   III  si  ha  : 
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Teorema  M.  —  Le  rette  di  Steiner  corrispondenti  alle  permutazioni  : 

(.^3))'        C^sO.        (jvO.        C^vj) 
(i35)>         (V))'),        (ivv),         (vvj) 
(^3))^         Cv5-v).         (ivv),        Oo) 
5J  confondono  tutte  in  una  medesima  retta,  qualunque  sieiio  i  punti  x,  y,  ^ 

5.  Si  indichino  con  A,  B,  C,  D,  E,  F  ì  punti  di  intersezione  dei  lati  non  conse- 
cutivi né  opposti  dell'esagono  (123456),  cioè  dei  lati  (i2)(56),  (23)(éi),  (34)(i2), 
(45) (23),  (5 6) (34)»  (^i)(45)-  Le  equazioni  delle  diagonali  AD,  B E,  C F  sono  rispet- 
tivamente : 

(b  4-  i)  m  —  (e  +  v)  «  =  o , 

G-  +  T)   n-(a  +  y.)    /  =  o, 
(a  +  a)    /  —  (i  -^  li)  ;«  =  O . 

Queste  tre  rette  si  segano  quindi  in  un  medesimo  punto  determinato  dalle 

l  ^  m  :=  n 

e  per  conseguenza  l'esagono  (^ABCDEF)  sarà  circoscrivibile  ad  una  conica.  Le  equa- 
zioni superiori  equivalgono  alle 

r       _       5       _       t 

ir+T""r  +  ;-rf7' 

essendosi  posto 

;  =  4  ).  À-  4-  2  V  —  2  y.  -|-  I ,         r,  ^  4  V-  A-  -|-  2  ).  —  2  V  -|-  I , 

^  =;  4  V  À-  -1-  2  y.  —  2  /.  -f"  I  )         A-  =:  ).  -{-  ;•'-  -\-  ^  ; 

quindi,  pel  caso  di  1  ^  y.  =  v  il  punto  di  intersezione  di  quelle  diagonali  verrà  dato 
dalle  r  =  i  :=  /.  Ne  risulta  il 

Teorema  MI.  —  /  punti  di  interse^onc  dei  lati  non  consecutivi  ne  opposti  di  ciascuno 
degli  esagoni  inscritti  (ix3_y5;;;,)  determinano  altrettanti  esagoni  circoscrivibili  ad  una 
medesima  conica;  i  punti  di  comune  intersc^^ione  delle  diagonali  di  ciascuno  di  questi  esa- 
goni coincidono. 

Si  suppongano  uniti  i  vertici  degli  angoli  non  consecutivi  né  opposti  dell'esagono 
circoscritto  (ab  e  de  f);  si  otterrà  un  altro  esagono,  pel  quale  avrà  luogo  la  proprietà  che 
le  comuni  intersezioni  dei  Liti  opposti  sono  situati  sulla  retta  rappresentata  dall'equazione  : 

?r-f  r.i  +  r/  =  o, 

BRioscsi,   tomo  I.  22 
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cioè  sulla  polare  del  punto  (5)  rispetto   alla  conica  '^  =  0  *).  Dunque  questo  esagono 

sarà  inscrivibile  in  una  conica;  e  siccome  pel  caso  di  >.  :^  [y.  =  v  la  equazione  di  quella 

polare  diventa 

,•  -|-  5  -j-  /  =  o , 
si  ha  : 

Teorema  \'^ni.  —  Le  rette  che  uniscono  i  vertici  degli  angoli  non  consecutivi  né  opposti 
di  ciascuno  degli  esagoni  circoscritti  {abcdej)  determinano  altrettanti  esagoni  inscrivibili  in 
lina  slessa  conica;  le  rette  di  Pascal  per  ognuno  di  questi  esagoni  coincidono. 

Osservazione.  —  Ponendo 

il  punto  di  intersezione  delle  rette  di  Pascal  corrispondenti  all'esagono  (123456)  ed 
all'esagono  che  si  ottiene  unendo  i  vertici  degli  angoli  non  consecutivi  né  opposti  del- 
\\ahcdej)  sarà  determinato  dalle 

r    _  J_  _  ±_ 

I        li         t 

e  la  retta  che  unisce  i  jninti  di  intersezione  delle  diagonali  di  ciascuno  degli  esagoni 
{abcdef),  {ABCDEF^  lia  per  equazione: 

cioè  sarà  la  polare  di  quel  punto  rispetto  alla  conica.  Nel  caso  di  >.  ^  [j.  =  v  tanto 
quelle  due  rette,  quanto  i  due  punti,  coincidono. 

Pavia,  li  20  geunajo  1855. 

[G.]. 


*)  Nouvelles  Annales  de  Mathcmatiques,  t.  XI  (1852),  p.  174. 
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INTORNO  AD  ALCUNE  PROPRIETÀ  DELLE  SUPERFICIE 
DEL  TERZO  ORDINE. 


Annali  di  Scieftse  Hat^maticìtt^  p  Fi.tichf,  turno  VI  (1855),  pp.    374-579. 


In  una  superficie  del  terzo  ordine  esistono,  in  generale,  27  rette.  Il  sig.  C.wlev 
ha  dimostrato  che  vi  sono  delle  terne  di  rette  situate  in  un  piano  (da  quell'autore  chia- 
mato triplo-tangente),  e  che  per  una  qualunque  delle  27  rette  della  superficie  pas.sano 
cinque  piani  triplo-tangenri.  Quindi  sarà  quarantacinque  il  numero  dei  piani  triplo- 
tangenti.  Il  sig.  H.\RT  ha  proposto  una  notazione  assai  conveniente  per  indicare  le  27 
rette  ed  i  45  piani.  Le  rette  sono  rappresentate  dalle  27  lettere  : 

A^,  B,,  C,;     A,,  B,,  C,;     A.,  B.,  C, 

a,,    b^,    e,;      a,,    b,_,    e,;      a.,    b.,    e. 


a  ,   B  ,    Y  •      -»       ''•       -  •      "       '< 
I  >   t^i  '     il 


;'      1; 


ed  i  piani  sono  rappresentati  dal  complesso  delle  tre  lettere  che  dinotano  le  rette  che 
sono  situate  in  quel  piano.  Dieciotto  fra  questi  piani  risultano  dall'unire  in  ciascuna 
linea  orizzontale  tre  lettere  eguaH  ma  di  indici  differenti,  oppure  tre  lettere  differenti 
ma  di  indici  eguali.  Come,  per  es.,  dalla  prima  linea  si  hanno  i  sei  piani 

(A^A^A.),     iB,B,_B.),     (C.QC),     K  5,  C,),     (A^BX^    {A.^BX.), 

cosi  dodici  se  ne  hanno  dalle  altre  due. 
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Gli  altri  ventisette  piani  sono  dati  dalla  tabella  : 

^,a.a,  B^bJ^,         C,cr(, 

K't'2  f.Ta  '^a^. 

/'.  ^ 

>  J 

C,/;  a, 

2        2         j 

f.  li. 


«3^ 

^^.  e.  \< 

^.«.V, 

«sT. 

^^ 

^«, 

^•,    P. 

■^3^v. 

^^S'^. 

«^.^ 

'^l^^-, 

C.rt. 


^L 


«.{i,  /M'. 


Osservando  alle  posizioni  rispettive  di  quelle  rette  e  di  quei  piani,  si  riscontrano 
facilmente  le  seguenti  proprietà,  alcune  delle  quali  sussistono  per  un  sistema  qualsivo- 
glia di  27  rette  e  45   piani  nelle  condizioni  superiori. 

1.  Considerando  due  rette  che  non  si  segano,  se  ne  trovano  altre  dieci  che  non 
segano  ne  l'una  né  l'altra,  e  cinque  altre  che  le  segano;  e  considerando  due  rette  che 
si  segano,  se  ne  trovano  otto  che  non  le  segano,  ed  una  che  interseca  l'una  e  l'altra. 

2.  Ogni  retta,  per  es.  yJ^ ,  è  segata  da  dieci  altre,  e  quindi  non  incontrata  dalle 
altre  sedici.  Ciascuna  di  queste  sedici  è  intersecata  da  cinque  delle  dieci  rette  seganti  ^^ 
(n"  i);  e  quindi  anche  da  cinque  altre  delle  medesime  sedici.  Ne  risulta  che  combinando 
due  a  due  quelle  sedici  rette  si  tormeranno  40  coppie  di  rette  che  si  segano,  ed  80 
coppie  di  rette  che  non  si  segano;  e  per  conseguenza  sarà  80  il  numero  delle  terne 
di  rette  che  hanno  la  proprietà  di  non  segarsi  l'un  l'altra,  ed  in  ciascuna  delle  quali 
terne  entra  una  stessa  retta  ^^ . 

3.  Per  quanto  si  è  detto  sopra  (n°  2)  saranno  135  le  coppie  di  rette  le  quaU  si  se- 
gano l'un  l'altra,  e  216  il  numero  delle  coppie  di  rette  che  non  si  segano.  Per  conse- 
guenza (n"  i)  sarà  '- —  =  720  il  numero    totale  delle  terne    composte  di  rette  che 

non  si  segano  l'un  l'altra. 

4.  Tre  rette    qualsivogliano  che  non  si  segano,  sono  intersecate,  ciascuna  da  eia- 
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scuna,  da  altre  tre  rette  che  pure  non  si  segano  (proprietà  già  enunciata  dal  Cayley). 
Per  es.,  ciascuna  delle  tre  rette  x^  [i,  y, ,  due  qualunque  delle  quali  non  si  seganOj  è 
segata  da  ognuna  delle  a^,  b.,  e,,  delle  quali  due  qualunque  non  si  segano.  Queste 
due  terne  di  rene  (che  cliianieremo  rette  coìijiigate)  saranno  quindi  situate  sopra  una 
iperboloide  ad  una  falda.  Si  avranno  (n°  3)  360  coppie  di  terne  conjugate. 

Ogni  coppia  di  terne  conjugate  dà  origine  a  tre  esagoni,  in  ciascuno  dei  quali  i 
lati  opposti  si  incontrano.  Qliesti  esagoni  si  cliiameranno  corijtigati.  Per  es.,  conside- 
rando la  coppia  superiore  di  terne  conjugate,  saranno  esagoni  conjugati  i  seguenti  : 

5.  Considerando  tre  rette  qualsivogliano  che  non  si  segano,  se  ne  trovano  altre 
sei  ciascuna  delle  quali  non  sega  alcuna  delle  prime  tre.  Queste  sei  rette  si  distinguono 
in  due  gruppi  composti  di  tre  rette,  ed  aventi  la  proprietà  che  due  rette  qualunque  in 
ciascun  gruppo  non  si  incontrano.  Questi  due  gruppi  si  cliiameranno  opposti  alla  prima 
terna.  Per  es.,  le  reue  x, ,  i,  ■',  non  sono  secato  dalle  sei  rette  b,,  e,,  a,,  b,,  a,,  e,. 
Queste  sei  rette  si  distinguono  nei  due  gruppi  a^,  b^,  e,  e  a^,  b^,  e, ,  in  ciascuno  dei 
quaU  due  rette  qualunque  non  si  segano.  I  gruppi  opposti  a  due  terne  di  rette  conju- 
gate sono  rispettivamente  terne  di  rette  conjugate.  Si  avranno  così  tre  coppie  di  terne 
di  rette  conjugate  le  quali  formeranno  tre  esagoni  che  chiameremo  opposti.  Per  es., 
considerando  le  due  terne  di  rette  conjugate  : 

j  '^i.  't^j.    u;         '^■>  ^;.  ^.> 

si  hanno  ordinatamente  i  gruppi  opposti  : 

^2»  ^!'  '^i''         '':'  '^1'  "'';' 
^;>  ^2>  '^1;  ''i»  t^2'  Ti  y 

i  quali  costituiscono  due  coppie  di  terne  di  rette  conjugate.  Ed  in  questo  esempio  i 
tre  esagoni  opposti  sarebbero  : 

6.  Indicando  con   T,   U  due  terne  di  rette   conjugate,  e  con   T^ ,   L\  i  gruppi  ri- 
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spettivamente  opposti  ad  esse,  i  quali  costituiscano  due  terne  di  rette  pure  conjugate, 
si  troverà  che  ciascuna  delle  rette  della  terna  T  sega  due  delle  rette  della  terna  U^ ,  e 
che  ciascuna  delle  rette  della  terna  [7  sega  due  della  terna  T.  Ciò  verificasi  facilmente 
nell'esempio  superiore  (n°  5).  È  quindi  evidente  che  da  uno  degli  esagoni  formati  colle 
terne  T,  U  si  potrà  ottenere  un  altro  esagono  sostituendo  opportunamente  ad  una 
retta  della  terna  T  una  retta  della  terna  T,  ;  e  ad  una  retta  della  terna  U  una  retta 
della  terna  U^.  Questo  esagono  si  chiamerà  dirigalo  dal  primo  rispetto  alle  terne  T, ,  [/,  ; 
ed  è  chiaro  che  un  esagono  qualsivoglia  avrà  tre  esagoni  derivati  rispetto  a  due  terne 
conjugate.  Per  es.,  l'esagono  (a,  a_  è.  jì.  c^'[,)  avrà  rispetto  alle  terne  conjugate  x, ,  fi, ,  y.  ; 
a  ,  b  ,  e    i  seguenti  esagoni  derivati  : 

(^■.  ='-.  ^  ^;  ^/l'J  • 

Analogamente,  i  due  esagoni  conjugati  dell'esagono 

avranno  per  esagoni  derivati  rispetto  alle  medesime  terne  i  seguenti  : 

Questi  nove  esagoni  sono  distribuiti  in  modo  che  negli  esagoni  che  si  trovano  nella 
medesima  linea  in  ciascuna  colonna  vi  sieno  sostituite  opportunamente  tutte  le  rette 
delle  due  terne  a,,  {i, ,  y,  ed  «,,  !\,  e.  rispetto  alle  quali  s;  fa  la  derivazione.  I  tre 
esagoni  che  in  ciascuna  colonna  occupano  la  stessa  linea  si  diranno  coujiigali-derivati, 
ed  i  nove  esagoni  costituiranno  tre  terne  di  esagoni  conjugati-derivati  corrispondenti. 
Cosi,  i  nove  esagoni  derivati  rispetto  alle  terne 

«^;,    P.,    T,  ;  «-    ''.'    '",' 

i  quali  compiono  il  numero  degli  esagoni  derivati  che  ammettono  l'esagono  (a^  a^  /',  li.f.yj 
ed  i  suoi  conjugati,  sono  i  seguenti  : 

0^a,a^(i^r,c,),      0^«>J.Y■^).      al^^/^^.l^)> 

(a,  a.  h.  1^^  ^, y J  ,         ('/,  li,  b.b^c^  a J  ,         (j,  y^ y,  a,  e,  r ,) , 
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Questi  esagoni  sono  disposti  in  modo  che  tre  di  essi  posti  in  una  medesima  linea 
sono  conjugati-derivati. 

7.  Quattro  rette,  due  qualsivogliano  dellj  quali  non  si  segano,  sono  incontrate  da 
due  altre  rette  che  pure  non  si  segano  e  da  nessun'ahra  retta. 

8.  Cinque  rette,  due  qualsivogliano  delle  quali  non  si  segano,  sono  tutte  incontrate 
da  una  sola  retta. 

9.  Sei  rene,  due  qualunque  delle  quali  non  si  segano,  non  sono  tutte  incontrate 
da  alcuna  delle  altre  rette. 

10.  Considerando  uno  qualsivoglia  degli  esagoni  di  cui  si  è  deno  al  n°  4,  chia- 
meremo piani  opposti  in  quell'esagono  i  piani  determinati,  l'uno  da  due  lati  contigui,  e 
l'altro  da  quelli  rispettivamente  opposti.  Questi  piani  saranno  evidentemente  fra  i  qua- 
rantacinque tripli-tangenti.  Ciò  posto  si  ha  : 

Teore.ma  I.  —  Le  tre  rette  comuni  inlcrse-ioni  delle  Ire  coppie  di  piani  opposti  in  un 
esagono  sono  ^situate  in  uno  stesso  piano. 

Per  es.,  considerando  l'esagono  («,>-,/'. 'i.r,';,)  le  tre  coppie  di  piani  opposti  sono  : 

(^...a,)(^^;.._0,         (i?3='-.^)(5.'V;'J.         (C,b/^){C^ar(ù 

e  le  tre  rette  intersezioni  di  ciascuna  di  queste  coppie  di  piani  sono  situate  in  uno 
stesso  piano  P. 

Teorema  IL  —  /  tre  piani  P  corrispondenti  a  tre  esagoni,  conjugati  passano  per  una 
stessa  retta  L. 

Teorema  III.  —  /  tre  piani  P  corrispondenti  a  tre  esagoni  conjugati-derivati  passano 
per  una  medesima  retta  l. 

Teorema  IV.  —  Le  tre  rette  l  determinate  da  tre  terne  di  esagoni  conjugati-derivati 
corrispondenti  sono  situale  in  uno  stesso  piano  p.  Questo  piano  contiene  anche  la  retta  L 
corrispondente  ai  tre  esagoni  conjugati  da  cui  derivatisi  le  tre  suddette  terne  di  esagoni. 

Quindi  ad  ognuno  degli  esagoni  di  cui  si  è  detto  al  n°  4  corrispondono  21  piani  P, 
una  retta  L,  sei  rette  l  e  due  piani  p.  I  due  piani  p  si  segano  evidentemente  nella 
retta  L. 

Pavia,  maggio  1855. 

[Pi.]. 


XXVI. 

SULLE  COSTRUZIONI  DEL  SIC.  CHASLES  PER  LE  LINEE 
DEL  TERZO  E  QUARTO  ORDINE. 


Annaii  di  Scietl£e  MatetìiatU-li^  e  FisicTiet  tomo  VI  (iSjs))  PP-  J80-382. 


Lemma.  —  Il  rapporto  anarmonico  9  del  fascio  di  rene 

/_  =  o,         /,  =  0,         /^  +  W,  =  0,         /. -j-r/,  =  0 
è  dato  dall'equazione  : 


5 


Supponendo  che  il  rapporto  anarmonico  delle  quattro  rette  superiori  sia  eguale  a  quello 
delle  quattro  seguenti  : 

/'=o,         ì"=o,         1"-\-gI'=o,         /'+;/"=  0, 


SI  avrà 


e  quindi 

17  ? 

s    ~~    r    ~    ' 
essendo  a  una  costante. 

Le  rette 

/,  4-r/^  =  o,         ì'+arl"=o 

vengono  chiamate  rette  corrispondenti. 

BRIOSCHI,   tomo  I. 
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Teorema  I.  —  //  luogo  geometrico  dei  punii  di  iìitcrse:iioiie  delle  rette  corrispondenti 

di  due  fasci  omografici  è  una  conica. 

Infatti,  le  equazioni 

/j  -\-rl,^o,         /'-f-  ari"  =^  o 

rappresentano  due  rette  corrispondenti  dei  due  tasci  omografici;  eliminando  da  esse  k  r 

si  ottiene  : 

ÌJ  —  alJ"=o, 

la  quale  rappresenta  il  luogo  geometrico  richiesto,  ed  è  l'equazione  di  una  conica.  Questa 
conica  passa  evidentemente  pei  centri  dei  due  fasci. 

Lemma.  —  Se  C,  ^  o ,  C,  =  o  sono  le  equazioni  di  due  coniche,  sarà  C^  -]-  r  C,  =  o 
quella  di  una  conica  che  passa  pei  quattro  punti  di  intersezione  delle  prime  due.  E  se 
/  =  o,  /,  =  o  sono  le  equazioni  delle  polari  di  un  punto  rispetto  alle  prime  due  coni- 
che, sarà  /_  -}~  ''^  =  o  l'equazione  della  polare  del  medesimo  punto  rispetto  alla  terza 
conica. 

La  conica   C^  -(-  ''  C,  ^  o  e  la  retta  /'-]-  ari"  ^  o  si  chiameranno  corrispondenti. 

Teorema  II.  —  //  luogo  geometrico  dei  punii  di  iiilerse:foue  di  un  Jascio  di  coniche 
passanti  pei  medesimi  quallro  punti  e  delle  rette  corrispondenli  ad  esse  è  una  linea  del  ler;{0 
ordine. 

Infatti,  eliminando  la  r  dalle  equazioni  : 

Cj-j-rCj^o,         /'-f  (n/"=  o, 

si  ottiene  la 

CJ' —  a  C,  /";=  o, 

la  quale  rappresenta  il  luogo  richiesto,  ed  è  evidentemente  l'equazione  di  una  linea  del 
terzo  ordine.  Questa  linea  passa  pei  quattro  punti  di  intersezione  delle  coniche  e  pel 
centro  del  fascio  di  rette  corrispondenti  *). 

Lemma.  —  Se  le  rette  rappresentate  dalle  equazioni  : 

r=  0,        /"=  o,        /'+  p/"=  o,        .... 
sono  polari  di  un  medesimo  punto  rispetto  alle  coniche 

C'=:0,  C"=0,  C'-|-pC"^:0,  .    ■    •     , 


*)  Il  prof.  BtLLAvrns  ha  esposto  la  costruzione  dello  Chasles  per  le  tritome  in  una  memoria  letta 
aU'Istituto  Veneto. 
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le  coniche 

C, +  rC=:o,         C-{-arC"=o 

si  chiameranno  corrispondenti. 

Teorema  III.  —  //  luogo  geometrico  delle  comuni  interse:^ioni  ili  due  fasci  di  coniche, 
che  si  corrispondono,  è  una  linea  del  quarto  ordine,  che  passa  per  i  quattro  punti  comuni 
alle  coniche  di  un  fascio  e  pei  quattro  punti  comuni  alle  coniche  dell'altro  fascio. 

Infatti,  eliminando  r  dalle  equazioni  superiori  si  ottiene  : 

Cj  C  —  a  Cj  C"  ^  o, 
quindi,  ecc. 

Pavia,  maggio  1855. 

[Pi.]. 


XXVII. 

INTORNO  AD  UNA   PROPRIETÀ  DELLE  EQUAZIONI 
ALLE  DERIVATE  PARZIALI  DEL  PRIMO  ORDINE. 


Aiutali  di  S€i''me  ?tatematiche  e  Fisiche,  lomo  VI  (1855),  pp.  426-429. 


Sia 

una  equazione  alle  derivate  parziali  del  primo  ordine.  Supponiamo  che  una  primitiva 
completa  di  essa  risulti  dalla  eliminazione  delle  /',,]',,  ■■•  p„  gialla  equazione  medesi- 
ma e  dalle  n  seguenti: 


(2) 


nelle  quali  d, ,  a^ ,  .  .  .  j,,  indicano  costanti.  Ciò  posto,  se  dalle  n  -\-  i  equazioni  su- 
periori si  ricavano  i  valori  ài  :^,  p^,  p,,  .  .  .  />„,  dovranno  questi  valori  soddisfare  alla 
equazione  : 


cioè  dovranno  verificare  le 
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Reciprocamente,  se  si  potranno  determinare  n  equazioni  analoghe  alle  (2),  le  quali  in- 
sieme alla  proposta  diano  per  p,,  p,,  ■  ■  ■  p„,  l  valori  che  soddisfino  le  (3),  il  risul- 
tato della  eliminazione  delle  p,,  p^,  ■  ■  ■  p,.,  da  queste  n  equazioni  e  dalla  proposta  sarà 
una  primitiva  completa  dell'equazione  stessa. 

Si  suppongano  ricavati  dalle  equazioni  (i),  (2)  i  valori  di  :ì,  p,,  p^,  ■■■  p„;  so- 
stituendo questi  valori  nelle  equazioni  stesse  si  avranno  altrettante  equazioni  identiche, 
le  quali  derivate  rispetto  ad  .\\_  danno 


ti. or  r       I  ij.l  ;5  .-         I  I  '•■<•  r^   V 


essendosi  posto 


da         ,  d  (7,        ,      da 


ii,r  ' 


\ 


Da  queste  equazioni,  indicando  con  A  il  determinante 

T  (+  h     h      ...  h    ) 
e  facendo 


si  ottengono  le 

(4)  '    -  ^§7  =  ''-f^-  +  "^■''^^.'  +  •  •  •  +  "".'^".'^ 

e  per  la  (3)  : 

Moltiplico  ordinatamente  la  prima  delle  (4),  e  le  equazioni  che  si  ottengono  da  questa 
ultima   facendo  s  =  i,  2,  ...  11,  per  /;^^,  è,,,  ...  b^^;  si  avr;\  : 

n  H 
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Dalla  prima  delle  (4)  si  ha  anche  : 

quindi,  moltiplicando  per  b^_^,  b^^,  ...  /'^_„  quest'ultima  equazione  e  quelle  che  dedu- 
consi  dalla  (5)  ponendo  /-  =;  i,  2,  ...  n,  si  ha: 

alla  quale  devono  soddisfare  le  a^ ,  a^,  ...  «,_.  La  ricerca  delle  a, ,  a^,  ...  a^^  può  tarsi 
quindi  dipendere  dall'integrazione  di  n  equazioni  alle  derivate  parziali  del  primo  ordine 
e  lineari. 

È  manifesta  l'analogia  fra  il  primo  membro  dell'equazione  (6)  e  le  funzioni  di 
Poissox,  e  quindi  fra  questo  metodo  di  integrazione  e  quello  già  adottato  dal  signor 
Bertrand  pei  problemi  della  Dinamica.  La  proprietà  dell'annullarsi  delle  funzioni  di 
PoissoN  per  dati  sistemi  di  costanti,  la  quale  è  un  caso  particolare  di  quella  contenuta 
nell'equazione  (6),  fu  da  me  dimostrata  in  questi  Annali  nel  1853  *),  dal  professore 
Bertrand  nella  Nota  VII  alla  terza  edizione  della  Meccanica  analitica  e  dal  signor  Donkin 
in  una  interessante  memoria,  di  cui  la  prima  parte  trovasi  pubblicata  nelle  «  Pliilosophical 
Transactions »  di  Londra  (1854,  Parte  I,  p.  71).  Ponendo  nella  (6)  s=^o,  si  avrà,  per 
determinare  a^,  ad  integrare  come  nel  metodo  di  Pfaff,  il  seguente  sistema  di  equa- 
zioni alle  derivate  ordinarie  : 

d.x,       do  dp,        do  do 

^d^-dfr    ~^dt~d^.'^^'di' 


a-  ^'dp, 

Una  primitiva  di  queste  equazioni  è,  come  è  noto,  la  o  =;  a^^  ;  indicando  le  altre  in  —  i  con 
^,  =  /;, ,       A^  =  ÌK_,       ...       ^^„_,  =  /;,„_,, 


•)  [XIII,  pp.  73-82]. 
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si  avrà  : 

ed  evidentemente  saranno  : 


,„  =  ^,XA,,A^,  .  .  .  4„_,); 


risultato  già  ottenuto  da  Jacobi  nella  sua  notissima  Memoria  :  Ucbcr  die  Rediictioii  dcr 
Integration  der  partieilen  Differcnliaìgkiehtuigen,  etc.  [Journal  fiir  die  reine  und  ange- 
wandte  Mathematik,  t.  XVII  (1837),  p.  97]. 

l'avi;!,  agosto   1S55. 

fC.]. 


XX\'III. 

SOPRA  UNA  NUO\'A  PROPRIETÀ  DEGLI  INTEGRALI 
DI  UN  PROBLEMA  DI  DINAMICA. 


Annali  di  Sciame  ^fat^inatiche  e  Fisiche,  tomo  VI  (1855),  yp.  4jo-4;2. 


si  ha 


Lemma  I.  —  Indicando  con  A  il  determinante 


0 

'.. 

'..    • 

■  -K 

K. 

0 

i,     . 

■  ■  l 

L. 

L. 

U;       ■ 

.  .  0 

A'  = 


essendo 

Se  supponiamo 


(0 


K,.    =    h..=     ---=h.:-...    =    t, 


e  che  tutte  le  altre  quantità  /^  ^  sieno  nulle,  si  ha  : 

A  =  t\ 


ed 


Ar...    =    '"-  '^.._.,.-,  ,  Ar...-.    =    -    '""'  «.-,..  . 


^.._>,.>    =    -    ^""'  «..,..-.  .         ^..-..=,-    =    '"""  «.r,.  , 


BRioscHi,  tomo  I. 
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nelle  quali 

j      ^^       *\ 

Lemma  II.  —  Ponendo 

se  le  quantità  </,, ,  soddisfano  alle  equazioni  (i)  si  hanno  anche  le 

'".,3  =  '";,.,=   •••   =  '«.-,-,,.„  =  ^ 
e  le  altre  in^  ^  eguali  a  zero.  Intatti,  ponendo 

si  hanno  in  generale  le 

-^'«..,    =   /^,. -',,:,-,    +   /^,.<.,_.    +     •   •   •     +    K.,A,.,.r-:, 

Indicando  con  a_ ,  a,,  ...  a_^;  [i_ ,  p, ,  ...  !i_.  le  2  11  costanti  di  un  problema  di  Dina- 
mica, ed  ammettendo  per  </, ,  </,,  ...  q„;  p,,  p^,  ■  ■  ■  p„  gli  ordinar)  significati,  si  hanno, 
come  è  noto,  le  equazioni  : 

c='v, ej - 2L\di; dp,  ~ dp,  dc],  )-'' 

(a^,  aJ  =  o,  ('^,,[iJ  =  o,  (a^,  [0  =  0. 

Poniamo 

5^  _  ap,  _ 

^    _  Èli    = 

Si  avranno  le  equazioni  : 
e  quindi  pel  Lemma  I  : 


*)  Brioschi,  Sur  ViiiiulOiiic  enire  une  ilassc  ile  iìctenninanis  d'ordre  pair;  et  sur  lei   dèierminunts 
hinaires.  IJourn.U  fur  die  rciiie  uiid  nngcw.Tndte  M.ithcindtik,  t.  LI!  (l<S56),  p.   133]. 
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Ma  pei"  una  proprieti  dei  determinanti  delle  funzioni  si  hanno  le 

A  -^         A  _^. 

quindi  sostituendo  si  avranno  le  note  torniole  *)  : 

Applicando  il  secondo  Lemma  a  questo  caso  si  otterranno  facilmente  le  seguenti  relazioni  : 


m 


in 


2l  \5ff,  dq^        dq^  dqj 

I 

_  x^  /da,,  afi;    _  do,  d^\  _ 

».r,..   -   21  [dp^dpi    ~   dp'   5^/    ~   °' 


le  quali    rappresentano  una  nuova  proprietà    degli    integrali   conjngaù  di  un   problema 
di  Dinamica. 

Pavia,  agosto  1855. 

[C.]. 


•)  [XIII,  pp.  73-82].  — Philosophical    Transactions    of   the    Rovai    Society  of    London.  Part    I., 
V.  144  (1854),  pag.  80. 


SULLE  FUNZIONI  OMOGENEE  DI  TERZO  GRADO 
A  DUE  INDETERMINATE. 


.innati  ili  ScìeìLte  Matettlatiche  e  Fisiche,  tomo  VII  (iSj6),  y.   15-21. 


Considero  la  forma  cubica  : 

/(a-,  y)  =  ,!^x'>  +  3  (?,  x'y  +  3  a,_xy'  +  rt.)-'. 
Indico  con  9  il  discriminante  di  essa,  cioè 

o  =  5(Z^rt^  —  4  a  a'  —  4  a'  a   -^  6  a  a  a, a    —  u'a',, 

T  J         l        2  T^02  Tljl  OI2J  Oj' 

e  posto 

I    do  I    89  1    ^9  I    89 

formo  il  covariante  di  terzo  grado  della  /(.v,  y),  ossia 

F(x,  y)  =  a^.v'  +  3  a_  A-j  4-  3  7.^  xy'  +  a,  v'. 

Fra  il  discriminante  9  della   forma  /  ed  il  discriminante  ']'  della  F  ha  luogo   la  nota 
relazione  dell'EiSENSTEiN  : 

essa  però  non  è  che  conseguenza  delle  tre  relazioni  seguenti  : 

CO    3t^  —  7.  7.,=:io(a'  —  (7  n  ),    y- y-, —  7y.=o(aa — «  (7,"),    7.',— 7.  x,=  Q(a',  —  a  a,'); 
V   /        I  02        rv    1  u   2/'        03  ]    2       7 V  o   j  I    2/'        2  I    3       rv    2  13/' 

dalla  considerazione  delle  quali  si  deducono  alcune  proprietà  che  veniamo  ad  esporre  in 
questa  Nota. 
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Sieno  A,,  X,,  X,  le  radici  della  equazione  /(a,   i)  ^  o,  ed  j^,  j,  ,  j.  quelle  della 
F(x,  i)  ^  0.  Pongansi  per  brevità  le  seguenti  denominazioni  : 

A'  =  7-1  -y.,y.„ 
e  le 

assumendo  le  lettere  1,  y.,  v  coi  rispettivi  accenti  per  indicare  le  analoghe  quantità  for- 
mate colle  V,,  y,,  V,-  Incomincio  dal  considerare  il  gruppo  di  equazioni: 

O  O 


A,    =  ii^a,  —  ",'K, 

A,    ^  al  —  rtjrt, , 

A"  ^=  a^a.  —  y-  y-,, 

.J"'=<_a,a^, 

i  =(.v,-.v.y, 

/.  =(^. -^.y> 

'".  =  (^;  —  -^.y-^.. 

W.    =   G^,    —   '0'-^';> 

"2  =  G^'j  —  -■^■,)'  -■^1  > 

«,  =(^.-^.y^:; 

/,/,/,  =  ^0 


''■; 


e  dal  formare  mediante  queste  le  due  : 

di  cui  le  radici  sieno  le  /^ ,  /, ,  /.  ;  1^,  a,,  a,.  Indicando  con  5,,  i),,  B,  i  binomj  : 
e  con  i)',  fi",  fi""  gli  analoghi  binomj  l'ormati  colle  ji^,  [i^  ,  .  .  .  ,  si  ottengono  le 

^  o  o 

B'=^^-,      ^"=^(6^'=-<A),       fi"'=4^.r(9Z^-2<4'); 

t>  o  "o 

e  quindi  : 

"o 

4fi'fi"'-fi-  =  ^\4^''-<ò)6; 
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ed  osservando  essere 

4 ^:  —  K?  ^  K'        4 ^''  —  K''^  =  «o?' . 
si  hanno  per  le  (i)  le  due  relazioni: 

<9^(4  5.  B^  -  i^D  =  ^^4  5' 5"' -  rO- 
Dalle  quali  si  deducono  le 

(5)  <rU,-Q'  =  <0;--'-d', 

Considero  in  secondo  luogo  il  gruppo  di  equazioni  : 

9  9 

III,  +  ìli,  4-  in    =  -V  ^,,         M-,  +  y-,  +  I-'-.  =^  — ^■^") 
Il       -    I       ,         a'      -  i  I    1    1  -    1    I  ,         3^- 

o  o 

w,;«,  -j-  in.  Ili   -4-  m,in,  =  ^(^^t  —  ^,^.)> 
(4) 


-^T 

'>'? 

?// 

;h   ;;/.  = 

— 

— -  a  0, 
a'     i'  ' 

y-,  y-,'/-- 

— 

— -  7.  'j . 

2      > 

7.'    '  ' 

Col  mezzo  di  queste,  formo  le  due  equazioni  : 

Yo  ■^"  +  3  Y.  •^"'  +  3  Y.  -^^  +  Y;  =  0 , 
di  cui  le  radici  sono 

'«,>  '".>  '«,;         [-'-■>  !^-..  y-;. 
e  fatto 

C.  =  c^  -  ^o  ^. .         C'=  -;]  —  Y,  Y, ,     ecc. 
si  ortengono  le 

C.  ^4^i^->         C'  =  4j'^"', 
4  e,  e,    —  C:  =  -^{A]A:-  2a^a,A^A^A,  —  a]aYi)o, 
4C'C"'—  C"^=^(^"J""— 2a,a^J' J"^"'-a;a;i)'i, 
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le  quali,  per  le  (i)  e  per  la 

X,  a,  -\-  a ^  a ,  "^  -\-  2  A^  A,  A,  =  o, 
danno  le 

<9^(4  C,  C  -  Q  =  a-(4  C  C'"- C-); 
e  quindi 

/      <?'("'.  —  »')'  =  ''•od-'-.  —  y-;)' . 
(5)  j      <  f  ("'i  —  '«.)'  =  < C"-;  -  l'-y  ' 

Considerando  da  ultimo  le  equazioni  : 

81  .„„ 

27  2" 


(6)  /    «,«^  +  H.H,  +  H,H.  =-1^;,  V,V^  +  V.V,  +  V^V,   =-Ì-  J"'% 


e  formando  le  equazioni  : 

'^o  ■^■'  +  3  ''■  •^''  +  3  ''.  -^-  +  '^i  =  o  -• 
'\,  -^■'  -|-  3  ^  -^•'  +  3  '\  -^^  +  '\  =  0 , 

aventi  per  radici  h^  ,  );,,  ?/,;  v^ ,  v, ,  v,;  fatto 

0.=d\-dj^,         D'=^Ì-IK,       ecc., 

osservando  alle  (i)  ed  alla 

si  hanno  le 

a':r/(^D,D.,  -  DI)  =  CO,  D'D'"  -  D"=), 
per  le  quali  : 

(7)  «y/(«;-".y  =  <(^-\)% 
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«; 

?  "l 

— 

< 

9K 

= 

< 

om. 

= 

< 

OH, 

= 

< 

?'. 

= 

CI'. 

o;h. 

— 

Le  equazioni  (3),  (5),  (7),  avendo  riguardo  ai  gruppi  (2),  (4),  (6),  danno  origine  alle 
<?"'.  =  f  <  (-  V-.  +  2  y-,  +  2  y.,), 

7''-o(—  \   +   2V,  +   2V^), 

f<(2P-,    —   [';  +   2  [7..), 
7<(2V,   —  ^  +   2V.), 

«o?";   =  7=^X2^  +   2V^  —  V.). 

Per  mezzo  di  queste  relazioni  dimostrasi  facilmente  un  teorema  enunciato  recentemente 
dal  sig.  Hermite  nel  «  Quarterly  Journal»  [voi.  I  (1857),  p.  20];  cioè  che  le  due  forme 
quadratiche  : 

s  =  <[^  i^.  —  ^^'  (.^  —  -^, }')'  +  "'  C-^'.  -  ^y  C-^'  -  •^'.  y)'  +  «  (-^'.  -  -^".)'  C-^'  —  -^  j)']  ' 
G  =  K  V''  (}'.  -  Vj)'  i^ — y^yy  +  y-  (>';  -  yy  (.^  —  y.  3O'  +  -'  Cv,  -  7.)'  i^  —  y,  >')']  > 

nelle  quali  /,  m,  n;  1,  y-,  v  sono  costanti  arbitrarie,  godono  della  singolare  proprietà  di 
essere 

G  =  g  -9, 
assumendo  : 


Ottobre  1855. 


[G. 


ERiosCHi,  tomo  I. 


XXX. 

SUL  DISCRIMINANTE  DELLE  FUNZIONI  OMOGENEE 

A  DUE  INDETERMINATE 

E  SULL'EQUAZIONE  AI  QUADRATI  DELLE  DIFFERENZE. 


Atmali  di  Scienze  Matematichr  e  Fistclte.  tomo  VII  (1856),  pp.  5-15. 


I.  Sia 

una  funzione  omogenea  a  due  indeterminate,  ed  .v^ ,  a:,  ,  . . .  x,_  le  n   radici   dell'equa- 
zione F(x,  i)  :=  0.   Sia  9  una  funzione  qualunque  delle  radici  .v_ ,  .v^,  ...  ;  si  avrà: 

do    <3o  da^  _]_  ^?  ^^'^ 

dx^       da^  è x^  da^^dx^  ' 

Ma  ponendo 


nCii  —  0  ...  0'  —  m  -4-  i") 
^"■  =  - \.2...,n  '  P^='' 


si  ha,  come  è  noto. 


P'd^=  Pr^'  "r-.    +   Pr-2  ",-=  ■^■.    +      •    •    •      +    Po'^0-<      '  ^ 


quindi  sostituendo  si  otterrà  : 

I 


s—    :do    I.     do     ,1.     ^'^    _i_  _L^;     ^? 
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nella  quale 

ed 

^,„  =  <'  +  <+  •••  +<• 

Supponiamo  ora  che  <p  sia  il  discriminante  della  lunzione  F,  cioè  sia 


SI  ha  lacilmente  : 


ed  in  conseguenza  : 


^?    _,.^"(-vO 

a.v, -''F(.v,)' 


,do 


S:,~^9 


O      >s    V   ^^ — — 


La  qu;uitità  che  moltiplica  <p  nel  secondo  membro  di  questa  equazione  viene  espressa 
in  lunzit)ne  dei  coefficienti  u^,  a^,  ...  ,  applicando  a  questo  caso  una  formola  da  me 
pubblicata  nel  giornale  del  signor  Ckeli.e  *).  Avremo  cosi  : 


lK^  =  (-^y-' 


'F'i^d 


'/,".  /',",  Po". 


nella  quale 


^, -.".-.       P,-.".-2       Pi-,^i-, 
?;_,«_,      /',-,'',_.      ]':_.«;_. 


o 

0 


Po'^o 


'/r    =    ("    —    '■—     0("    —    'OP, 


Quindi,  indicando  con  A^.  il  determinante  del  ^econdo  membro  dell'equazione  superiore 
si  otterrà  che  il  discriminante  o  deve  soddisfare  alle  equazioni  : 


(0 


XI  l  1   z  2  i  ti  n  o 


Se  in  questa  equazione  facciamo  f  :=  o,  i,  2,  osservando  essere 

O 


*)  5«r  (JiHa:  Jorniidis  idativcs  <i  /ii  tì}cork  de  la  di'iOiiiposilicit  des  fiiictioiis  rationncìUs.  [Journal 
fùr  die  rdiic  uiid  aiigcw.iiultc  Mathemarik,  t.  L  (1^55),  p.  239]. 
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si  avranno  le 


do     ,  do     ,  ,  do 

"da,  ^       'òli,  ^  '         '-'da 


do     ,  5o  do  . 

(2)   -'  '  da^    '         -da,    '  '         '•    da,,  ^  ^  ' 

r      :        /■            \         T^o          r                  /            \         tI^?      I  ,  do 

[mi   —  (h  —  ijrt,  ì;,U^-^ \-  \naiì,  —  (ii  —  2)a„a.\~ \-  ...  -\-  mia  ■— 

A  queste  tre  equazioni,  pel  caso  del  discriminante,  si  possono  ridurre  quelle    date   dal 
signor  Cayley  con^e  caratteristiche  di  un  invariante  della  funzione  F. 
Pel  valore  di  À'; ,.  si  hanno  iacilniente  le  equazioni  : 

A, '^„ '^,..   +]'._■  '^,_.'^-..r+     •••     +/'o«o^',..^:,r    =    0,         ecc. 

per  cui  evidentemente  la  equazione  (i)  non  fornisce  che  ii  equazioni  indipendenti   fra 
loro,  le  quali  si  ottengono  ponendo  nella  medesima  ;  =;  o,   i,  2,  ...  n  —  i. 

2.  Osserviamo  che  tutti  i  coefEcienti  dell'equazione  ai  quadrati  delle  differenze  sod- 
disfano a  due  equazioni  analoghe  alle  prime  due  delle  (2).  Infatti,  indichiamo  con 

.'"  +  e.  .V"-  +  .-.  X'-  +  .  .  .  +  .,„  =  0  ( .  =  '^^^) 

la  equazione  ai  quadrati  delle  diflerenze  della  F(a',   i)  =  0;  e  con  5,.  la  somma  delle 
potenze  erresime  delle  radici  di  quella  equazione.  Si  onengono  facilmente  le 


^dS,  ^     dS, 


e  da  queste  le 


v:5c,  sr-     de. 


/-a  A-, 


r  =  °'     2.''d^  =  "''' 


per  cui  un  coefficiente  i\  qualunque  soddisferà  alle  due  equazioni  : 
(3) 


de,     .  de,     .  .  di, 

°da,    '         'da,  ^  '  'da„ 


de,    ,  de,     ,  ,  de, 

a,-^  -+-  2a,~-  +  . .  .  4-  ""n^^      =  ire,. 

La  seconda  di  queste  equazioni  niostra  che  ciascuno  dei  coeif.cienti  e, ,  e,,  ...  è    una 
funzione  omogenea  in  indici  dei  coefficienti  a^,  a^,  ...  ;  e  quindi  la  forma  di  essi  sarà 
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determinata  allorquando  ne  sia  conosciuto  il  grado.  Ora  vedesi  facilmente  che  e,,  e,, ...  f„_j 
saranno  rispettivamente  dei  gradi  2,  4,  6,  ...  2(11  —  i),  e  che  f„,  f„^j ,  ...  e,,,  sa- 
ranno tutti  del  grado  2  (h —  i).  Da  ciò  risulta  che  ira  quei  coefficienti  non  vi  è  che 
l'ultimo  il  quale  goda  della  proprietà  di  essere  invariante  della  F(.x,  y).  Infatti  è  noto 
che  una  proprietà  caratteristica  di  un  invariante  è  che,  essendone  p  il  grado,  sia  il  me- 
desimo omogeneo  in  indice  del  grado  -^pn,  cioè  indicando   con  q  questo    indice    sia: 

q  =  ^pii. 

Ora,  se  considerasi  un  coefficiente  c„_.,  si  ha  p  —  2  (11  —  /),  q  =  2  (11  —  i),  e  quindi 
l'equazione  superiore  richiede  sia  h  =  2;  e  se  si  considera  un  coefficiente  f,,^,  si  ha  : 

p=  2(n  —  l),  q  =  2(n-\-  i); 

quindi 

ìi(i!  —  3)  ,  .    .         >i(n  —  1) 

i  =  -^ ^ ,      ed     «  +  I  =  — — '- 

2  2 

vale  a  dire  l'equazione  superiore  non  sarà  soddislatta  che  pel  coefficiente  f„.. 

Conoscendosi  la  iorma  di  un  coefficiente  qualunque  r, ,  la  prima  dell'equazioni  (3) 
servirà  a  determinare  in  parte  i  coefficienti  numerici  di  essa  forma.  A  questo  scopo 
alla  medesima  (3)  possiamo  aggiungerne  molte  altre  facendo  uso  del  metodo  per  la  cal- 
colazione delle  funzioni  simmetriche,  pubblicato  in  questi  Annali  *);  metodo  che  in  questo 
caso  particolare  si  rende  di  una  semplicissima  applicazione  come  ora  mostreremo.  Ram- 
mentiamo l'equazione  fondamentale  della  Nota  citata  : 

P.      de      ,     p,         de.      ,  ,   P„  r        dc^     ,      de- 

Pr    °5fl,  ^p,^,    'da,^^  p„     "-'da,,  ds^ 

ed  osserviamo  che,  potendosi  supporre 

de,  de,  d S^       de,  d S,  .     de-  d S,„ 

dJ^  ~  WS',d7^  ^  dJ^dT  ~^  '"  '^dS^'dJ^' 
si   ha  : 

8 C;   _         dS,  i  dS,  .    J_  dS^ 

~d7;~^'-dr"^^'"'-=ò7;~^  ■■■  "^  ì  ds/ 

per  la  quale  quella  equazione  si  trasforma  nella  seguente  : 

Po      de,     ._p^^  _de^    .  ,    /^^„      d^ 


(4) 


)  l       dS,.     i         dS,.  ,1  dS,\ 


•)  [XXI,  rp.  i-t5-i>oJ. 
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I  valori  di  ^; — '- ,  ^~ ,  ...  si  trovano  facilni-'iuc  mediante    la    nota  tbrmo!a  ciie  dà  le 

0  5,     di, 

somme  delle  potenze  delle  radici  dell'equazione  ai  quadrati  delle  differenze  in  funzione 
delle  somme  delle  potenze  delle  radici  della  propost:!;  quindi  il  secondo  membro  di 
quest'ultima  equazione  si  potrà  considerare  come  una  funzione  conosciuta  di  a_ ,  a,,  ...  ; 
e  la  equazione  medesima  servirà  alla  determinazione  dei  coefTicienti  numerici.  Ponendo 
per  es.  nella  (4)  r  ^  i   si  ha  la 

1       I       8r      ,         2         de      ,  ,11  —  I  de,      ,  de- 

(^)  71    "da     'ii—i    'da,    '  '         2  da  _^    '        "-'da 

dalla  quale  e  dalla  prima  delle  (3)  si  ponno  ottenere  ordinatamente  i  coefficienti  nu- 
merici delle  Cj ,  e,,  ....  Però  nei  casi  parrlcolari  converrà  scegliere  per  r   i   valori  11, 

II  —  I,  ecc.,  giacché  questi  rendono  più  breve  la  calcolazione  dei  secondi  membri. 

3.  Col  metodo  esposto  superiormente  vennero  calcolati  alcuni  termini  dell'equazione 
ai  quadrati  delle  differenze  della  f  (-v,  i)  =  o. 
Rieerca  del  valore  di  e^.  —  Si  ha  : 


La  prima  delle  (3)  dà 

J-\-B=--0, 

e  la  (5)  : 

->                  1               t  )i 

il            II  —  I            £/; 

quindi 

ir(n  —  i).  ,. 

^^  =  ^ -Q^o'h  —  ^J- 

o 

Rieerca  del  valore  di  e,.  —  Si  ha  : 

r,  =  ^<  +  Ba^a;a^  -f  Calala.  +  Da;a:-{-  Eala^. 

Dalla  prima  delle  (3)  si  ottiene  : 

2A  +  B  =  o,         25-}-   4£)+  3C  =  o,         C-f4£=c 

e  la  (5)  dà  : 

—  A-\ ^B=-  «=(«-  2)-^, 

n         '    n  —  1  ^  ■^  al' 

-^B=  -^—D^ Ì^C=>r("-  0(2  «-  5)4  > 

n  il  —  1        '    il  —  2  ^  ^  ^  K 

4 c  +  -^E  -=  «(«  -  OC"  -  2)4. 
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per  le  quali  : 

n'(ìi  —  i)(>!  —  2)r,.  'N2    1    " —  3    ■■  r  I        5>n 

f.   =  -^ ^J -[>'    K«a   -   '';)     +  -T^'^oO^o",  -   4«,«3  +    3  0J- 

Analogamente  si  ottengono  i  valori  di  e.,  c^,  ...  ;  ed    indicando   con    I^^  l'invariante 
di  grado  ;■  d'una  funzione  omogenea  a  due  indeterminate  di  grado  s""",  ossia  ponendo 

-^...  =  «c«.  —  "N 

■^.,4  =  «0^4  —  4",'^;  +  3"^ 

^.,6  =  ^o«o  —  6rt,^5  +  I5'2."4—  lOfl!,  ecc., 

si  hanno   le 

_>rO/  -  i)  . 

n'(ìi  —  i)(h  —  2)(ìi  —  3)r  4  r-      I  "'         ^   '  I    oN    ^  r     r 

2.1  al  L      -    '    2(»  -  3)^  -   -+ 

,   ^>r0/-O0^-2)C»-3)0'-4)r.;4  ^^,>r-5»+io,.;;   7 

—  211'- -a'I    I     A il- L^ ' -aU- 

n  —  4      °  -■-   '•■'    '     12  ìì  —  4  "^ 

+^«X«-7«+26>V  J,,-4;/(3H-7>:,Y+— ^(«-5)(''-6X''-7>f/.s1, 

nella  quale  la  A'  è  la  seguente  forma  del  terzo  grado  : 

4.  Aggiungiamo  una  osservazione  che  può  tornar  utile  nell'applicazione  del  metodo 
succitato  alla  calcolazione  delle  funzioni  simmetriche.  Ponendo  per  brevità  />,,  a^  =  a_,  si 
ha,  indicando  con  'y   una  funzione  qualsiasi,  la  relazione  : 

a  ^-^ — ^-  a  ^ — ! \-  ...  +  a       ^^ \-  r  ^-^  =:  0. 

"doL,'      '5a.      ~  '      "-'•da    ^    ds 
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Rammentando  il  metodo  con  cui  venne  trovata  questa  formola,  comprendesi  facilmente  che 

d  ^  .  . 

per  -^-^  devesi  intendere  la  derivata  totale  di  ò  rispetto  ad  s^  ;  cioè,  siccome  formando 

il  valore  di  y  colle  somme  delle  potenze  potrebbe  questo  valore  contenere  5,,^, ,  5,,^^ ,  •  •  ■  , 
mentre  nella  ricerca  dell'equazione  superiore  si  è  supposto  <|/  funzione  delle  sole  s  , 
s^,  ...  i„ ,  si  dovrà  nel  valore  medesimo  sostituire  per  i„_, ,  i,,^,,  . . .  i  valori  formati 
colle  5, ,  s,,  ...  5„ ,  e  quindi  formarne  la  derivata  totale  rispetto  ad  s^.  Questa  sostitu- 
zione, la  quale  renderebbe  il  metodo  prolisso,  si  può  ovAÙare  osservando  che  per  la 
medesima  risulterebbe  : 

essendo  (  ^-^  j  la  derivata  parziale  di  i  rispetto  ad  s^ ,  ed  5,,^ .  la  somma  delle  radici 
di  indice  maggiore  fra  quelle  che  compongono  il  valore  di  ò;  e  quindi  effettivamente 
abbisognano  soltanto  i  valori  di 
Ora 


tormad  coi  coefficienti  x^,  a^ , 


ma 


quindi,  posto 

si  ha  : 


ds.. 


ds. 


r      2.      /--(.vj 


essendo  w  =  ;;  -j-  /  —  r.  Quindi 


w       ^  =  (-.r=^' 


0 
.    0 

0                 ^ .         ^,.._r 

o 

0 

0          5C,^,_,         a,^,_^ 

a 
a 

BRioscMi,  tomo  I. 
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nella  quale  devesi  porre  ol^^^^  =  a^^^,  ^=  ...  =  o.  Ponendo 


H.= 


^^ 

*o 

0 

.    .    0 

a, 

a 

a 

.  .  o 

a 

«,_■ 

a^   , 

•  •  «■ 

//„=  I 


e  sviluppando  il  determinante  della  (6),  si  ottiene  la  espressione  più  semplice 


ds. 


Abbiamo  cosi,  per  esempio, 


ds 


7^-(-0'(«+OTf^.-., 


2  ■-  O  o  _J 


ecc. 


per  CUI 


05,  ^  a 


a^. 


Ói,  2        1         ^^  a'      '    ' 

2  L_  o  O  — J 


ecc.. 


le  quali  si  ponno  verificare  direttamente. 
Ottobre   1855. 


[G.]. 


XXXI. 

SOPRA  UNA  TRASFORMAZIONE  DELLE  EQUAZIONI  CARATTERISTICHE 

PER  UN  DISCRIMINANTE. 


Atuiali  dì  Scienze  ^at-^tiaticlie  e  Fùtich-t  tomo  Vii  (i8;6),  pp.  64-6; 


Le  equazioni  caraneristiche  di  un  discriminante,  le  quali,  come  si  è  dimostrato  *),  si 
deducono  dalla  (i)  **)  facendo  nella  medesima  f  =  o,  i,  2,  ...  «  —  i,  possono  venire 
trasformate  nel  modo  seguente. 

Si  osservi  che 

-  ^i.r=Pra,  s,_^  +  i5_,  a,^,  5;_,  +  •  •  ■  +  /V^._.  «r^,_.  ^,  +  ('•  +  i  —  i)P.^,_,  '^^;_,  ; 
quindi,  fatto  per  brenta 

I        -^^ 

si  ha  : 

n  -. 

-  Q, = ^_.  No + ^.-.  A'.  +  •  •  • + ^.  A^,-.  +  2:  ('•+'■  - 1)^«.^  _.  5I;  • 

Pongasi  in  questa  equazione  f  =  i,  2,  .  . .  w,  e  si  scrivano  le  equazioni  risultanti  sotto 


•)  [XXX,  pp.  195-202]. 
••)  [Pag.   196]. 


_  O,  =  s,  a;  +  Oh  -  2)  A-,  +  5^  0-  -  ni  +  3)  'f '^  --      -^ 
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la  forma  seguente  : 

_  c,  :=  (m  - ,)  a;  +  2:  ('■  -  "'  +  '>''  1^  ' 

;_    

_  n    =  s-      A'  +  5      A^  4-  .  .  .  +  5  A'      +  y  (r  4-  in  —  i)^^~'"-'  a,^,„  ,  -^. 
Si  moltiplichino  ordinatamente  queste  equazioni  per 

e  si  sommino  le  risultanti;  si  ottiene  la 

Ma  pei  valori  di  Q^,   O, ,  ...   Q„,  dati  dall'equazione  (i)  si  dimostra  facilmente  essere 

C,/',,,-,'',,-.  +  22i',„-2«,„_2  +  •  •  •  +  <2,„/'o'2o  =  —  ?{?,„-, '^„-,. 
per  il  che  si  avrà  : 

5:  7;  al;  [('■  -  '"  +  I  )P.„-,PA„-A  +  -  +('■  +  '"  -  I )Ì'o^r^,„-'^o'^.^,„-,]  =  ?  ?,„-,'J,„- . 

I 

nella   quale  ponendo  w  =  1,  2,  ...  h  —  i   si  hanno  n  —  i   equazioni  che  si  possono 
sostituire  alle  analoghe  che  ottengonsi  dalla  (1)  facendo  in  questa  i  ^  i,  2,  ...  ii  —  i. 

[G.]. 


XXXII. 

INTORNO  GLI  INVARIANTI  DEL  TERZO  GRADO 
DELLE  FUNZIONI  OMOGENEE  A  DUE  INDETERMINATE. 


Aìtìtafi  tii  Sciemf  :Maieìnatiche  e  Fisicità,  tomo  VII  (1856),  pp.  66-^8. 


È  noto  essere  un  corollario  della  legge  di  reciprocità  dell'HERMiTE  che  le  sole  fun- 
zioni del  grado  4  :  ammettono  invarianti  del  terzo  grado.  In  questa  Nota  espongo  una 
regola  semplice  per  determinare  l'invariante  del  terzo  grado  della  forma  di  grado  h  =:  4  i  : 

/=a,.v"  +  «^.x"->.+  ...  +a,j\ 

Indico  con  x^  l'invariante  quadratico  della  forma  : 

9  =  '^o-^'"  +  ma^x"'-'y  +  . . .  -f-  «,„>■'", 
supposto  m  ^  2  i,  cioè 

-^  '<—'■>        1.2    ...    (f  —  l)  "■■-'''•-'  ^^        '^2  1.2...! 

e,  rappresentando  con  A('p)  l'operazione 

^9        I      ^  A         ^9     _L  I       ,       "^^ 

pongo 
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Se  con  /      denotasi  l'invariante  cubico  della  funzione  /,  si  ha  : 

Agi^iungiamo,  ad  esempio,  l'invariante  cubico  della  tunzione  di  ottavo  grado  : 

—  22 a ^a^a,—  ^^Ga.a^a^^  3"„"o  +  3«!"s  +  24«.«i  +  24^5(7, +  15  «J. 

Mediante  una  legge  che  ha  qualche  analogìa  colla  superiore  si  ottengono,  per  forme 
di  grado  pari,  altre  funzioni  dei  coefHcienti  pure  del  terzo  grado,  ma  che  in  generale 
non  sono  invarianti,  le  quali  insieme  agH  invarianti  quadratici  e  cubici  entrano  a  for- 
mare i  valori  dei  coefficienti  i\,  e,,  ...  della  equazione  ai  quadrati  delle  dlfterenze.  La 
legge  a  cui  accenniamo  è  la  seguente.  Consideriamo  la  forma  /  nella  quale  si  supponga  n 
pari,  e  la  9  nella  quale  si  supponga  in  =^  11  —  s  (.v  numero  pari  <;y»).  Sia  a.^  l'in- 
variante quadratico  di  o  e  si  formino  le 

La  espressione 

H  =  <;„«,,  —  2  sa^  oL^^_,  +   ^^  ~l~       «.«..-.  —  •  •  •  +  'h.^o 

è  il  tipo  generale  delle  funzioni  suddette. 

Per  esempio,  supponendo  /;  :=  4,  i  =  2,  si  ottiene 

e  nell'ipotesi  di   ;;  =  6,  5  ^  2  si  ha  : 

//=:2  07„,;^rt^,-f  3^j,,r^aj  — rt/;,rt^  — 3«„<7,rt.— «;rt,  — 3fl^7^+  2  ,7^<7;  +  2  rt„<7;), 

la  quale  espressione  di  terzo  grado  entra  a  comporre,  come  si  è  veduto  sopra,  il  valore 
di  e    coelliciente  del  quinto  termine  dell'equazione  ai  quadrati  delle  differenze. 


Questo  lavoro  era  gi.\  da  qualche  tempo  stato  spedito  al  sig.  prof.  Tortolini,  quando 
nei  fascicoli  di  settembre  e  ottobre  1855  di  questi  «  Annali  »  ho  letto  le  due  interessanti 
Note  del  sig.  cav.  Faà  di  Bruno  sulle  funzioni  simmetriche  delle  radici  di  una  equazione. 
Stante  la  relazione  fra  l'argomento  della  seconda  di  esse  Note  e  quello  del  lavoro  che 
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precedo  credo  non  inudlj  l'osservare  che  il  Teorema  I  dei  sig.  Faà  di  Bruno,  che  qui 
trovasi  applicato  aUa  ricerca  dei  coefficienti  dell'equazione  ai  quadrati  delle  differenze,  è 
una  conseguenza  dell'equazione 

■do 

.57  =  ^' 


s; 


e  come  tale  venne  da  me  presentato  nella  Nota  Sulla  teorica  degli  invarianti  (giugno  1 854)  *). 
Ora  aggiungo  che,  allorquando  questa  equazione  è  soddisfatta,  la  funzione  9  ha  la  pro- 
prietà che  la  somma  dei  suoi  coefficienti  numerici  presi  col  rispettivo  segno  è  eguale  a 
zero.  Il  Teorema  II  è  sotto  un  certo  puato  di  vista  incompleto,  mentre  vi  si  accenna 
ad  una  sola  equazione  alle  derivate  parziali,  alla  quale  deve  soddisfare  il  risultante  di  due 
equazioni,  mentre  debbono  essere  almeno  due,  come  ha  enunciato  il  Svlvester  doversi 
verificare  per  un  invariante  qualsivoglia  comune  a  due  forme  omogenee  a  due  inde- 
terminate [On  a  Theory  of  the  Sy^getic  Rclaiions,  etc.  («  Philosophical  Transactions  », 
Part.  3,  18 j 3,  pag.  516)].  Io  sono  però  giunto  a  dimostrare  che  il  risultante  di  due 
equazioni  dei  gradi  ;«,  n  soddisfa  ad  vi  -\-  n  equazioni  alle  derivate  parziali  lineari  di 
forma  affatto  differente  di  quelle  del  Svlvester,  e  che  io  credo  essere  le  caratteristiche 
per  un  risultante.  Il  quale  risultato  spero  poter  presto  pubblicare. 

22  dicembre  1855. 

[G.]. 


•)  [XVII,  pp.  111-114]. 


XXXIII. 

RICERCHE  AI.GEBRICIIE  SULLE  FORME  OMOGENEE 
A  DUE  INDETERMINATE  *)- 


Aiutaìi  ili  Scirme  Maientatich"  e  Fìsirhf,  temo  VII  (iSj6),   pp.   69-76. 


I.  Adottando  l'ingegnosa  notazione  del  sig.  Cayley,  indicheremo  con 
la  forma  omogenea  dell'ennesimo  grado  a  due  indeterminate  : 

"  =  '^o-^-"  +  "'^,  --^'"y  +  •  •  •  +  "„}■"• 

Lemma  I.  —  Sìeno  o  (x,  y),  y  (.v,  j)  due  covarianti  della  Janna  u;  qualunque  sieno 
le  costanti  h,  k,  la  forma  segiietile  : 

o[hx-HXy),     hy  +  kòXx)] 

sarà  un  coz'ariatite  delia  stessa  forma  u;  cioè  i  coefficienti  dello  sviluppo  saranno  tutti  co- 
varianti di  n. 

Questo  teorema,  facilmente  dimostrabile,  venne  enunciato  dal  sig.  Hermite  nella 
sua  interessante  Memoria  sulla  teoria  delle  funzioni  omogenee  **);  qui  faremo  notare  una 
importante  proprietà  dei  covarianti  ottenuti  quali  coefficienti  dello  sviluppo.  Pongasi 

P  =  -'V{y),      '7  =  v'(-v); 

il  coefficiente  del  termine  (r  -f-  0"°  ^^^^°  sviluppo  sarà,  non  tenendo  conto  di  un  fat- 


*)  [Nella  ristampa  di  questa  Memoria  si  è  tenuto  conto    Ji   alcune    modificazioni   apportate   dal- 
l'Autore e  trovate  in  un  suo  manoscritto]. 

**)  The  Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal,  voi.  IX  (1854),  p.   172. 

BmoscHi,  temo  I.  TJ 
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tore  numerico, 

^  =  [/"f'Gv)  +  n'OOf- 

Si  indiclii  con  (  ^ — '- 1  la  derivata  rispetto  ad  .v  della    tunzione  A^ ,  considerando   nella 
medesima  le  p,  q  quali  costanti;  si  ha  evidentemente  : 


ma 


d^,  _  idS,,\    I    dS^  dp     .    d\  dq 
dp    dx     '    dq    dx ' 


dx  \dx  }  ^ 


quindi,  posto 

ed  osservando  che 


dp     ,       dp 


de]     ,       da 

^'^^di-^'^-dJ 


d\ 

dp 


SI  ottiene  : 


.    -'A   dx    /'  dq    -'\    dy    )' 

d\,    ,      ds,         r    /5A,     \    ,       /ds,  ,\~| 


Ripetendo  la  operazione  è  evidente  che,  posto 


dp     ,        dp 


dq     ,         d  q 


di,    ,      di,         i^d\,    ,       di,     \    ,      /     3a,  ,     ,       d\,_\ 
Ora,  supponendo  che  la  tunzione  ij;  (x, _}')  sia  del  grado  s  rispetto  alle  variabili,  si  hanno  le 


'^à-^ydy='^'-'^^'' 


dalle  quali,  osservando  essere  ^  =  —  --— ,  si  hanno  le 
^  dx  dy 


essendo 


i/=  — 


8  a'        dxdy 
d'  <]/  ò'  ']/ 

dxdy        dy' 
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Si  avranno  quindi  le 

Hx  =  (s-  l)p, ,     Hy  =  (s  -  I)  7,  ;     Hp=p^,     II q  =  q^  ; 
ed  essendo 

'^-ff  +  '■%"  =  [('■  -')('-■)  +  ('■  -  '  +  Oli,-, 

[supposto  essere  i  il  grado  del  covariante  o  (.v,  r)],  si  otterrà  : 

(I)  A^^,  ^  .^'(-v)l^  -  ^'OOt-'  -  '"^'  ~  '  ~^iJA      , 

nella  qual  formola  è  contenuta  la  proprietà  che  si  voleva  stabilire. 

Lemma  II.  —  Sia   o{a^,  a^,  ...  a^^   un   invariante  di   grado  r  della  forma  n;  e, 
considerando  una  seconda  forma 

f=(c.,c„...  cj(x,yr 

di  grado  m^n,  si  sosiiiniscano  ordinatamente  nell'invariante  -p,  in  luogo  di  a^,  a^,  ...  a^^, 
le  derivate 

&J  d"f  87 

a.v"'      dx"-'dy'     •  •  •     dy"' 

le  quali  per  brevità  indicheremo  con  7.^,  a^ ,  ...  7.^.  La  espressione 

di  grado  r  rispetto  ai  coefficienti  e  di  grado  (>«  —  ?/)  r  rispetto  alle  variabili,  sarà  un  co- 
variante della  forma  f. 

Infatti,  si  indichino  con  P,   O  i  simboli  di  operazione  : 

d      .  d      .  .  d 

d      ,    ,  ,5  .  d 


si  avranno  evidentemente  le 

^(9)  =  |t-/(o+|t:^c^.)+---+8T^(^")' 

2(?)  =  I^2(0  +  I?-Q(0+---+I|-G(0- 
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Ora 


ossia 


quindi 


■P(^) 


Pi-r)  =  '-,-.  +  yP.r ,    Qi-r)  =  («  -  0-...  +  -^1^  ; 


a.v 


^^^  ° 5 a     '  'da'  '         ""'  da     '    -^  d .v 


8(p 


09 


89      i_     5  9 


ed  essendo  la  forma  9  quella  d'  i-in  invariante  si  hanno  : 

le  quali  dimostrano  essere  <p(x„,  a^,  ...  aj  un  covariante  della  forma  /. 


2.  Si  indichi  con  v  il  determinante 


"il     "2. 

nel  quale  «    =^r — ;,  ...;  e  con  w  il  determinante  analogo  tonnato  colle   derivate  se- 
^  "      ax' 

conde  di  z'.  Il  determinante  v  è  l'Hessiano  di  ;(,  ed  il  w  l'Hessiano  di  v,  od  il  post- 
Hessiano  di  ».  Il  Cayley  ed  il  Sylvester  già  da  tempo,  ed  il  Salmon  recentemente  *), 
generalizzando  un  teorema  di  Hesse,  hanno  dimostrato  che  il  post-Hessiano  w  è  espri- 
mibile in  funzione  lineare  del''Hessiano  v  e  della  forma  u.  Se  poniamo  per  brevità  : 

ò^  Il  d^  u 


dx'dy  ' 
ed  indichiamo  con  B,  C  le  espressioni  : 

le  quali  pel  Lemma  II  sono  covarianti  della  iorn.a  ;/,  la  espressione  suddetta  pel  post- 


•  • 

a 
4 

a 

0 

a 

*. 

«. 

a. 

a. 

j 

a. 

a 

a 

')  Exiiciccs    in    lite   Hypcrdctcrvniiani   Cakuliis    ICiinibridge    anj    Dublm    M.uhcm.Ttic.il    Journal, 
voi    IX  (iSj4),  p.   iy|. 
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Hessiano  ty  è  la  seguente  : 

(2)    (n  -  2)  («  —  5)'  w  =  H  («  —  I  )  (2  H  —iJ-Cu-  (n  —  2)  {n  -  3)  (2  «  —  5)  i?  -j. 

Una  proprietà  analoga  sussiste  per  un'altra  i unzione  dipendente  dalla  t'orma  /(  e  dal 
suo  Hessiano,  ed  è  la 

^■'  =  ",.'-'..  +  "./-\,  —  2».r^',.. 

per  la  quale  ho  trovato  sussistere  la  relazione  : 

Ciò  posto,  si  considerino  le  equazioni  : 

(m  —  iy"2  ="  "("  —  i)"""  —  -■^''^j 
(;;  —  0"".":  =  "("  —  0""i'  ~t~  •^■}"'-'> 

("  —  0'",  =  "(«  —  0"",.  —  r-^'. 

le  quali  si  deducono  dalle  notissime  dell'EuLERO  per  le  funzioni  omogenee;  e  si  osservi 
che,  moltiplicandole  ordinatamente  per  i\^,  — 2  1'^^,  v^^  e  sommando  i  risultati,  si  ha, 
osservando  al  valore  di  0, 

(4)    (n-iy{n-2)in-s)V=n\n-jyBir-2{H-2y(n-i)Ì2n-',)v\ 
essendosi  posto 

I  ».     ^^'.,     "^'.. 

Analogamente  alle  equazioni  superiori  si  avranno  le  tre  seguenti  : 

(2  n  —  5)' i'^  =  2(h  —  2) (2  n  —  5) l'I',,  —  x-w, 

(2  n  -  jyt'.t',  =  2{n—  2)  (2  n  —  5)  :■:■,,  +  xyw, 

(2H  —  j^f;  =  2(«  —  2)(2H  —  5):'X'„  -y'u', 

le  quali,  moltiplicate  ordinatamente  per  «,,,  — 2!/_,,  »,,  e  sommate,  avendo  riguardo 
al  valore  di  0,  danno  : 

(w  —  3)  (2  w  —  5)'  f/  =  2  ;;  (;;  —  i)  (2  h  —  5)  B  u  v  —  u  («  —  i)  (h  —  3)  u  w  , 
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e  pel  valore  d\  w  : 

(5)    („  _  2)(h  —  lyU  —  n{n  —  iX«—  2)(h  —  ^)Buv  —  n\H  —  i)' C»', 

essendo 

U=- 

Dai  due  gruppi  di  equazioni  superiori  deducesi  anche  la  seguente  relazione  : 

(/;  —  0'(2  "  —  5)"^'  =  2  ?/(//  —  i)(«  —  2)  (2  n  —  5)Mt'0 

—  n' (il  —  lYii'w  —  4 («  —  2)'  (2  il  —  5)^ V' , 


0 

^. 

^. 

V. 

",, 

«.. 

^\ 

"., 

".. 

nella  quale 


^=•^■"2  —  "'-'."■; 


e  pei  valori  di  0,  tu  si  ottiene  : 

(«  -  iy(«  —  2)(«  -  3)'^=  =  n\H  —  iy(«  -  2)(h  —  ^)Bn'v 

—  »'(«  —  i)"'  Cu'  —  4(h  —  2)'  (;;  —  3)'^''  • 


(é) 


Aggiungiamo  anche  le  seguenti  due  relazioni  facilmente  dimostrabili 


(2  «  —  5)  V^  =  n  li  w ,         (il  —  1)  U^  =  2(11  —  2)  v^ , 


essendo 


V  = 


U.=  — 


Si  osservi  che  le   U,  V,  S  pel  Lemma  I  sono  covarianti  della    forma  n  e  che,  suppo- 
nendo nel  Lemma  medesimo 

? (x,  y)  =  v,  '\  (x,  y)  =  n  , 

la  forinola  (i),  nella  quale  facciasi  r=:  i,  dà 

5S  5S        2(11  —  2) 

—  ,   —  „ " ^^ ^ 

e  quindi,  ponendo 


V  =  u  ^ M  3 ^ -V- , 

'ay  óx  n  —  i 
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si  ha  pel  valore  dì  V  : 

(7)     ("  -  lyO'  -  2)("  -  3)^,  =  »"("  -lyB.r-  6(«  -  2)-'(«  -  3)v\ 

Si  osservi  che  le  torniole  trovate  sussistono  qualunque  sia  il  valore  di  n,  fuorché  per 
M  ^  2  e  per  ti  =  3.  In  quest'ultimo  caso,  indicando  con  D  il  discriminante  della  fun- 
zione stessa,  si  ottengono  le 

w=z^^6D,         6  =  0, 
e  quindi  : 

2r  =  — tr,         U=  —  6'Du,        ^=  =  _  9.  36^!^  - -y'. 

22  dicembre  1855. 

[G.]. 


XXXIV. 

SOPRA  UNA  FORMOLA  DI  TRASFORMAZIONE 
PER  LE  SERIE  DOPPIAMENTE  INFINITE. 


.■LtuiaU  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche,  tomo  VII  (iS>6)  pp.  214-21 


I.  Rappresentino  m^,  m,,  ...  in^^  n  quantità  le  quali  ponno  assumere  tutti  i  va- 
lori interi  da  —  ce  '^  -\-  ^;  p,,  p,,  ■  ■  ■  p„;  !-'•,,  I-*-, ,  •  •  •  'i'-„  2  n  quantità  eguali  a  zero 
od  alla  unità. 

Posto  : 

*  =  P,  "K  +  P.  '".  +  •  •  •  +P.  '»„ . 

'^r=    «.   +    2lC2  '"'    +    -) '^'.>' 

I 

?  =>-,c]-\-r^c:-\-  ...  -{-r„cl 

(r^ ,  r^ ,  . . .  r„ ,  a^^  quantità  costanti),  considero  la  funzione  ad  n  argomenti  u^ ,  n,, ...  ii^ 
seguente  : 

indicando  col  simbolo  S  la  somma  di  tutte  le  espressioni    che    si  ottengono    col    dare 
alle  m^,  m^,  ...  ,  che  entrano  a  formare  la  ( — i^c',  tutti  i  valori  suddetti. 
Se  nella  equazione  (i)  si  pone 

«.  +  2  «,,, ,     «,  +  2  rt,_, ,     .  .  .     '(.,  +  2  a„_^ 
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in  luogo  di  ;/j,  it^,  ...  //„ ,  si  ottiene: 

e-'"""""'^P(^  +  2a„,,  //,+  2«,,,  ...  „„  +  2,/J  =  (-iy'S(-i)^n 

quindi,  se  p^  =^  o,  la  funzione  primo  membro  della  (i)  ammetterà  il  gruppo  di  indici 

di  periodicità  : 

2^^.,,,     2fl^_,,     .  .  .     2  a,/, 

e,  se  /),  =  I ,  la  funzione  medesima  ammetterà  il  gruppo  di  indici  di  periodicità  : 

(2)  4'h.r,     4^..,,     ■  •  •     4^K.r- 

Ne  risulta  che  la  funzione  (i)  ammetterà  gli  ;/  gruppi  di  indici  di    periodicità    che   si 
deducono  dal  gruppo  (2)  ponendo  r  =  i ,  2,  .  .  .  ;;. 

2.  La  espressione  del  secondo  membro  della  equazione  (i)  si  può  trasformare 
applicando  opportunamente  i  metodi  dati  recentemente  dai  signori  Meissel  ed  Enneper 
per  trasformare  espressioni  di  forma  analoga  *).  Non  faremo  quindi  che  esporre  il 
risultato. 


Sia 


•^  =  X*^±  "■"''='=  •  •  •  '^"■•^'       '^'■'  ^  d7~' 


^  =  — T.  +  — T.  +  •  •  ■  +  7-T„> 


^^  =  "M^-,  +  "M^.  +  •••  +  >>'„l';r 
La  formola  di  trasformazione  è  la  setruente  : 


2"A1/?T 


ossia,  osservando  alla  (i), 

n 

(3)  P(H.,  »„  ...  u,)  =  ^^^pL=%{-i)\^^\ 

2  A  \r,  r. 


I   2 


•)  journal  fùr  die  rcinc    und    .Tiigcwandtc    M.itlieniatik,    t.  XLVIII  (1854),    p.  524.  —  Quartcrly 
Journal,  voi.  I  (1857),  p.  280. 
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Ora,  se  in  questa  equazione  in  luogo  delle  u^ ,  u^,  ...  u,^  si  sostituiscono  le 

",  +  2^..r>     ".+  2^,,.,     ...     ;(„  +  2j_, 
essendo 

(4)  <'  =  4t!7^-' 

si  ottiene 

^C",  +   2  ^...  >       ".  +   2  /?,., ,    .  .  .    «„  +  2  ^„.  J  =  (-  I  Y'  P(„.  ,    H^  ,    .  .  .    „„)  . 

Per  cui  le  funzioni  P(",,  «j,  ...  iij  ammetteranno  gli  «  gruppi  di  indici  di  periodi- 
cità che  si  deducono  dal  gruppo 

4<.,      4<,.      •   •    ■      44,,r 

ponendo  in  esso  r  =  i,  2,  ...  n. 

Quindi  il  rapporto  fra  due  qualsivogliano  funzioni  del  tipo  (i)  ammetterà  i  211 
gruppi  di  indici  di  periodicità  superiori. 

3.  Osservando  all'equazione  (4)  è  evidente  che  gli  indici  A,  ^  dei  secondi  gruppi 
sono  dipendenti  dagli  indici  a^  ^  dei  primi.  Dalla  medesima  equazione  si  possono  de- 
durne moltis.sime  altre,  le  quali  manifestano  0  legame  fra  i  primi  e  i  secondi  indici.  Fra 
queste  equazioni  noteremo  le 

^s.,^s..  +  '^..<.  +  •  •  •  +  a..„^s,,  =  77  > 

e  le 

''■«.,.^,,.-  +  '■.'^.,.<,-  +  •  ■  •  +  ''.,«„,>■  4v  =  -T' 

4 

inoltre  le 

^s.r  *..,  —  4,,  «.,.  =  0 ,         r,  A^^  %.,  —  r.  A,_,  a^^  =  o  ; 

e  da  ultimo,  indicando  con  v  il  determinante 

si  ha  : 

::"  t" 
V  =  -VT ■ 

4     -^'■,''.      •••     ',: 
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4.  Da  quest'ultima  equazione  si  ottiene  facilmente 


l/l  =  ? 


n        M 


2"A|  ;•  r,   ...  r 
'12  ti 

per  la  quale  la  (3)  assume  la  forma  : 


P(.,,  .,, ...  „j  =  ^-^|/yS(-iy. 

Si  sostituiscano  in  ■{/  per  a^  _  i  valori  dati  dalla  (4);  si  avr.\  : 

T.  =  ^[(2  "'.  +  Pd^-l..  +  •  ■  •  +  (2  '"„  +  PJ^J  -  i-^'V',> 

ossia,  posto 

ti 

I 

si  otterrà  : 

da  cui 

Ne  risulta  che 


p(.., .,, ...  „j  =  '"|/yS(-iy\'" 


Si  osservi  che  la  w  è  della  stessa  forma  della  o,  e  si  ottiene  da  questa  ponendo  :  /  u^ 
in  luogo  di  11^ ,  «;, ,  invece  di  a^^ ,  '^  P,,  P^,  ■  ■  ■  P„  "i  luogo  di  fi, ,  [^., ,  ...  [x , ,  e  re- 
ciprocamente. Indicando  quindi  con  •?,("!'  ""  •■•  "„)  'ì^^^^^  fra  le  funzioni  (i)  nella 
quale  sono  permutate  le  p-, ,  [a,  ,  ...  [;-_^  ordinatamente  colle  p,,  p^y  ■  •  •  P„)  si  avrà 
dalla  (i)  medesima  : 

K 

e   '        P^i",,  i"..,  •••  in,,,  <,)  =  S(— I)*^^ 
per  cui  l'equazione  supcriore  diventa  la 

u 

(5)         ^'('<:,  "2^  ■■■  "„,  a,J^i~y—e    ■'       ?,(/«,,  n(^,  ...  n(„,  <_,). 

Questa  è  la  forinola  generale  per  la  trasformazione  delle  funzioni  P  ad  argomenti  reali 
in  funzioni  delle  medesime  specie  ad  argomenti  immaginar). 

5.  Suppongasi 

«=i,         <:,,,=  a,         «;,  =  «,,         p,=  i,         ."•,=0; 
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saranno,  secondo  i  simboli  dei  FundamciUa  nova, 

P00  =  0(,0,         PX'<)  =  H(n-\-k); 
inoltre  si  avranno  le 

A  =  7. ,         X  —  yi,  ,  —  -^^—  =  —  i  y-, , 

ed  osservando  essere 

X  =^  i  k. , 


4H-,' 
per  cui  ^_  j  ^  k,  sarà 


/k 


e  dalla  forinola  (5)  deducesi  : 

H">k)  =  y^j^e-'-^HOu-^k,,k,), 

che  equivale  alla  formola  (16)  del  §  61   dei  Fumìamenta  nova.  Analogamente  si  otten- 
gono le  altre  formole  del  medesimo  paragrafo. 
Sia 

«  =  2,         />,  =  0,         p,—  i,         r-,  =  1,         ,"-.  =  0; 

adottando  la  notazione  di  Gòpel  nella  Memoria:   Tbeoriw  transcendentium  Abeìianarim 
primi  ordiiiis  adumbratio  Icvis  *),  si  avrà  : 

PO'.,  'O  =  Q'Oi,,  «j,      p,(/«.,  «j  =  R'X",,  «J- 

Pongo 


sarà  : 


^., 

>    =    =^,> 

'^.,,  =  ^  ; 

^., 

.  =  '2.» 

^-',. 

,  =  «.» 

'^.: 

■  =  k, 

^..  =  ^.; 

A.. 

.  =  ^., 

^.,. 

:  =  ^.; 

~I   f2  '-2  i-I  > 


V     =     ^2.^2     —     '^^I> 


e  supponendo 


"        4'-.    '  ■  4''2    ' 


Ai    = =;,  ,  Aè,  =  ■ a,, 

4^    ■  4^ 

fa,  =  x',         fa^  =  x",         fi,  =  fi',         fi,  =  'y 


*)  Journal  tur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XXXV  (1847),  P-  '77- 
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si  ;ivrà  : 

QX".,  ".,  ^,  ^•.>  !^.>  PJ  =  ']/^'~'''"'*''"^'^"0'".>  '".>  '■',  ^■">  1^'>  !^"); 

forinola  analoga  alla  data  dal  Rosevhaix  al  ^  5»  '-'^^P-  2,  della  sua  Memoria  :  Sur  Ics 
fonctmis  de  dcnx  variables  et  à  qiiatre  périodes,  qui  soni  Ics  invcrscs  des  intégrales  iil- 
tracìliptiqiu's  de  la  première  classe  [Mémoires  présentés  par  divers  savants  A  l'Académie 
de  rinstitiit  de  France,  t.  XI  (1851),  p.   361]. 


PaWa,  maggio   1856. 


|L.,  G.]. 


XXXV. 
RICERCHE  ALGEBRICHE  SULLE  FORME  BINARIE. 


Aìinati  di  Scieme  IilaU>miiiicìte  e  Fisichr,  lumu  VII  (1S56),  pp.  251-242 


I .  Sieno  o  (.V,  y),  i  (x,  _y)  due  covarianti,  rispettivamente  dei  gradi  ;,  s,  della  torma 
binaria  dell'ennesimo  grado  : 

I  coefficienti  delle  potenze  delle  indeterminate  X,   Y  nello  sviluppo  della  funzione 

sono  tutti  covarianti  di  /(.  Questa  proposizione,  enunciata  dapprima  dal  sig.  Hermite  nel 
giornale  di  Cambridge,  venne  recentemente  dimostrata  da  questo  distinto  geometra  nella 
sua  seconda  Memoria  :  Sur  ìa  tbéorie  dcs  fonctions  homogtncs,  ecc.  pubblicata  nel 
tomo  LII  (1856),  del  giornale  del  sig.  Crelle.  In  una  Nota  *)  inserita  nel  fascicolo  di 
febbraio  1856  di  questi  «Annali»,  abbiamo  trovato  esistere  una  relazione  fra  i  cova- 
rianti ottenuti  dallo  sviluppo  della  funzione  superiore,  la  quale  relazione,  indicando  lo 
sviluppo  suddetto  con 

(a„,  a.,,  ...  0(X,   YJ, 


')  [XXXIII,  pp.  209-215  (p.  211)]. 
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riducesi  alla  seguente  : 

^^  '*'        s(i-r)\dxdy         dydx)^     i  —  r    —■' 

essendo 

I 


k  = 


s'is  —  iy 


dxdy         dy' 
Se  nella  espressione  (i)  poniamo  o  :=  /(,  e  supponiamo 

(3)         u(^^X-^^Y,    ,X+^||  r)  =  (.,  i,,  ...  «(X,  7)", 

i  covarianti  'i, ,  ']',,  ...  vennero  dal  sig.  Hermite,  nella  Memoria  citata,  denominati  cova- 
rianti associali  al  covariante  'h  :  edi  ha  intorno  ad  essi  dimostrato  la  sesruente  fonda- 
mentale  proposizione  : 

«  Onal  inique  covariante  di  u,  od  ai  ine.  no  il  prodotto  di  esso  per  una  potenza  di  vj/  è 
una  funìjone  ragionale,  intera,  dei  covarianti  associati  ». 

2.  Riflettendo  a  questa  proposizione,  e  precisamente  alla  dimostrazione  di  essa  data 
dall'HERMiTE,  presentasi  una  osservazione  intorno  la  forma  di  quelle  funzioni  razionali, 
intere,  dei  covarianti  associati,  dalla  quale  si  deducono  moltissime  conseguenze,  come 
vedremo  nel  seguito  di  questa  Memoria. 

Sia 

•^ (-^^  }')  =  C"",, ,  e,,  ...  c^) (.V,  yY 

un  covariante  di  u;  e  supponendo 

u  (.V  .Y  +  A-   Y ,  y  X  +  V.  F)  =  (J^  ,A,,...  AJ  (X,  F)", 

si  avr.'i,  per  la  definizione  di  covariante, 

(xy_  -  .V,  yj.  r.  (x  X  +  .v. }',     v  X  +  >■.  Y)  =  (C„ ,   C. ,  .  .  .   C,,)  (X,  F)^ 

essendo  y.  un  numero  intero,  e  le   Q,   C_,  ...    essendo    formate    colle    A^,    A^,  ... 
come  le  c^^,  e,,  ...  lo  sono  colle  a,^,  <•?_ ,  .... 
Ora,  supponendo 


I  ad» 


I  a»]/ 


s    è y'         '  '         5   a .V  ' 
le  /^, ,  ^, ,  ...  diventano  ordinatamente  i  covarianti  associati  '^,,']',,  ...  del  covariante 
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y;  per  cui  avremo  ; 


(,)    ,,.(,,v-^|Ì!-.,.v+A||i-)=(c;,  e Q(.v.  ry. 

essendo  i  coefficienti  Q,  C, ,  . .  .  formati  coi  covarianti  associati  ^o  ^=  ">  "l'i  >  •  •  •  ^^ome 
c„ ,  e, ,  ...  lo  sono  con  a^ ,«,,...  Notisi  clie,  ponendo 


'        '       \8A-d^'         dydxj    "' 


'^-/.(p-l)  ...  O-r  +  i)-  i' 


SI  avrà  : 

(5)  4-"  A  =  ^;; 

e  che,  indicando  con  in  il  grado  di  -  (a-,  y)  rispetto  ai  coefficienti  a^,  a^,  . . .  della  forma 
u,  si    ha  :  ;/.  =  -^{inn  —  p). 

3.  Dedurremo,  come  il  primo  corollario  della  osservazione  su  esposta,  una  pro- 
prietà dei  covarianti  associati  alla  forma  proposta,  i  quali  indicheremo  con  ii  ,h,,  ... 
ponendo 

Sia  6^  l'invariante  quadratico  della  forma  del  grado  2  r  : 

h(k  -  i)  ...(;/  — 2/-  + oVaA-^^'    aA-^'-a^''    ■■•    av'V^  '  ^  ' 

esso  sar.i  un  covariante  di  //  del  grado  2  (h  —  2  r)  rispetto  alle  variabili  .v,  y  e  del 
secondo  grado  rispetto  ai  coefficienti  a^,  a^,  .  . .  Quindi,  supponendo  -  r=  0^ ,  sarà  a  ^  2  r, 
e  la  formoli  (5),  nella  quale  facciasi  r  ^  o,  darà  : 

2,  Ci  I     2r(2r  —  i) 

ti     f)    ^  U    U      2  r  M    H  +    ^ II,  il  —    ... 


+  (-iy4 


I    2r(2r  —  i)  ...  (r-f  i)  ^, 


I  .2 

Ponisi  ora 


u. . 


_  1  /a»aO,        dtidfìX 

'  ~  n  («  —  2  r)  va  A-  a7     a  y  a  a-  r 


sarà  h^  un  covariante  di  h  del  grado  3  /;  —  4?'  —  2  rispetto   alle  variabili,  e  di  terzo 
grado  rispetto  ai  coefficienti  a_^,  a^,  .  .  .  ,  e  ponendo  r  =  i   nella  formola  (5)  si  avrà: 

2r;  /  >  I    2r(2r— 3)  2,'(2r— 1)(2;-— 5) 

'    ^  I  .  2  .  .  .  r  ■■    '*' 
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Ora  dalle  due  serie  di  equazioiii,  le  quali  deducoiisi  dalle  superiori,  e  che  danno  i  valori 
di  Oj,  6^,  ...  6__  o  0„  j  secondo  che  ii  è  pari  o  dispari,  e  di  h^,  /;,,.../;,.       o  /;„_, 

per  il  pari  o  dispari,  in  funzione  dei  covarianti  associati  alla  lorma  data,  si  potranno 
dedurre  i  valori  dei  covarianti  associati  »,,  //,,  ...  u^^  in  funzione  dei  covarianti  0,  /;, 
11^  =  II,  11^  =  o,  e  quindi  per  la  proposizione  dell'HERMiTE  si  avrà  il  seguente  teorema: 

Un  covariante  qualsivoglia  di  ti,  od  almeno  il  prodotto  di  esso  per  una  poten::^  di  a, 
è  una  funxjone  intera  e  ra:^ionah  dei  covarianti  u,  0_ ,  0^ ,  ...  h^,  h,,  ... 

Ponendo  nelle  due  formole  superiori  r  =  i  ,  2,  3  ,  ...  si  hanno  le 

"'^.  =  "o".  —  "U     "'/^  =  "o";  — ".".'     «■'^^2  =  "o"4  — 4".";  +  3'C,  ...  , 
dalle  quali,  osservando  essere  u^  =  u ,  u^  =  o,  si  deducono  le 

H,  zzz  II  9^ ,       u_^z^  n  h^ ,       li^  =r  ;(  (;r  0^  —  3  OJ) ,        ;(.  =  ;/  (/r/;^  —  2  ì)^  0  J, 

u_  —  u  fy  b,  —  9  ;r  0_  h^  4-  3  0;  /;^  -f-  5  ir  0^  /;  J ,     ecc. 

Le  prime  quattro  tra  queste  lormole  vennero  trovate  in  altro  modo  dal  sig.  Hermite 
nella  Memoria  citata. 

4.  È  evidente  che  il  metodo  indicato  nel  n°  precedente,  per  determinare  i  valori  dei 
covarianti  associati  alla  forma  11  in  funzione  dei  covarianti  'J,  /;,  può  estendersi  alla  ricerca 
dei  valori  dei  covarianti  associati  al  covariante  '1^  (x,  _y),  in  funzione  dei  covarianti  0  e 
di  covarianti  analoghi  ad  /;.  Ma  i  covarianti  associati  ò,,  '\i;,.  .  .  ponno  esprimersi, 
mediante  una  formula  generale,  in  funzione  dei  covarianti  //,/(,  k  ,...,  ò  ,  ò  ,  come 
ora  veniamo  a  stabilire. 

Pongasi  nel  primo  membro  della  (3)  : 

I   d'\i  I   di'  

~~7dj  "''■'"  Tdlc  ~^'" 

e  sviluppisi  quella  espressione  scrivendo  : 

.  (.V.  Y  +  .V  A',  yj-i-y  X)  =  »  (x. ,  ^,)  Y"  +  (x  |^^   +  ;■  ^^^  Y'-'  A"  +  ...  ; 

per  cui  risulta  : 

^^^  ^'       n{ìi  —  i)  ...  0  +  i)V   dx^^^  dyj 
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Ciò  posto,  pongasi  nella  (6)  '1.  e  ò  in  luogo  di  X  e  di   Y;  ed  osservando  essere 

,    _  j_  lòj^  ^  __  ^  ^\  I   _    I    /    ^({y     ,      dò\ 

■^-ns  \dx  dy        dy  dxj'  +  "  T  [^dx  +  ^óyj  ' 

si  otterranno  le 

per  cui  sostituendo  si  avrà  : 

Da  questa,  osservando  alle  superiori,  si  deducono  le 

Dunque  in  causa  della  (7)  si  avrà  la  rimarchevole  t'ormola  : 

(8)  «'i  =  ("o,  ".,-••  ".)c^,,  'ir- 

Questo  risultato  si  può  anche  generalizzare  considerando  la  equazione  (4)  e  la 

(.,)      „'. .(.v.v  -  ^1^  r,  ,,Y  +  ±yi  v)  =  (,„  V,.  . . .  T,)(X,n', 

nella   quale  le  "„,",,  ...  sono  formate  colle  h^,  //,,  ...  come  le  r^,  r^ ,  .  . .  lo  sono 
colle  a^,  a^,  ...  Intatti,  ponendo  in  quest'ultima  i,,  'j'  in  luogo  di  X,   Y,  si  ottiene: 

e  quindi  : 


do. 


per  cui  dallo  sviluppo  della  (4)  si  h.i  : 

(IO)  »^-Q  =  A^(y„,y.,  ...  T,)(i,,.l-y. 

Se  t:  ^  ;(,  si  ha  [j.  =  o,  e  da  questa  deducesi  la  (8). 

5.  Per  quanto  si  è  osservato  al  n°  2  ì  covarianti  y^,  y, ,  ...  dati  dallo  sviluppo 
della  (9)  saranno  formati  coi  covarianti  //^ ,  /( , ,  ...  come  i  coefficienti  c^,  c^,  ...  del  co- 
variante ~{x,  y)  lo  sono  coi  coefficienti  a^,  a^,  ...  della  forma  data.  Ora,  conside- 
rando y^  come  fonzione  di  u^,  u^,  .  . .  ,  si  avrà  : 

d'{^  \r",  ^Tr^?',,,  d'j%   \r^   5y,   5"„, 

d.v         Z-  dii     dx    '  dy  -^  5/(,„  dy   ' 
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dalle  quali  : 

dx  dy         dy  dx        Zl  dii^,\dx  dy         dy^x  }' 

ma,  se  nella  l'ormola  (2)  supponiamo  dapprima  «p  =:  i|>  =  «  per  cui  1  =  5  =  n,  /e  =  9_ , 
quindi  (p  =  ■::,  ij-  =  «  ed  in  conseguenza  i  =^  p,  5  =  ",  A"  =  9, ,  si  ottengono  le  due 
seguenti  : 

,, I  (dn  8«,„        dn  dii\         w(u  —  Qq 

n(n  —  m)\dx  dy  dy  dx   J  ~^      n  —  m       '    '"-' 

I         /  dii  d  Y^        dii  d  7,  \    ,    r  (;/  —  i)  „ 

"■—  —  „ (p  _  r)  \dx'dy  ~Jydj)  '^     p  —  r      ' '''-  ' 

per  le  quali,  ponendo 

si  giunge  alla  equazione  : 

C(T,.)  -(P-  '-yu.  =  («  -  1)0.  [^(Y,.)  -  a,-.] , 
per  la  sussistenza  della  quale  dovranno  essere  : 

La  prima  di  queste  darà  i  valori  di  y^,  y^,  ...  allorquando  sia  conosciuto  y^^;  e  dalle 
medesime  si  ponno  dedurre  le  equazioni  caratteristiche  per  un  covariante  dovute  al 
sig.  Cayley;  le  quali  vengono  qui  ritrovate  in  un  modo  atì'atto  differente. 

6.  Determinati  i  valori  dei  covarianti  associati  alla  forma  data  in  funzione  dei  cova- 
rianti 0,  b,  l'applicazione  del  principio  esposto  al  \f  2  dì  origine  ad  alcune  relazioni  fra 
i  covarianti  di  una  stessa  torma,  le  quali  sono  di  molto  utile  nella  ricerca  dei  covarianti 
fondamentali  od  irreducibili.  Eccone  alcuni  esempi. 

Esempio  I.  —  Sia  <)  il  discriminante  della  forma  di  terzo  grado  : 

I  /  d' Il         d^  u  d' Il        ò'h\  ^., 

h(«  — i)(h  —  2)V"òx''   dx'dy  '    dxdy'  '    dfì^    '     ^"' 

esso  sarà  un  covariante  di  u  di  quarto  grado  rispetto  ai  coefficienti,  e  del  grado  4  (;z  —  3) 
rispetto  alle  variabili,  quindi  fatto  7:  =  f5  sarà  [i.  :^  6  ed 

«"5  =  -  (">]  +  4  "o"D  =  -  0''i>:  +  4  "'<K) 
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e  quindi 


,r^-\-h]  +  ^')]  =  o. 


Se  la  forma  11  è  di  terzo  grado,  6^ ,  b^  sono  i  soli  due  covarianti  irreducibili  della 
medesima,  e  ^  l'unico  invariante.  In  questo  caso  la  formola  superiore  venne  già  tro- 
vata dal  sig.  Cayley. 

Esempio  II.  —  Sia  "C  l'invariante  cubico  della  forma  di  quarto  grado  : 

" /^         ^'»  ^ll\fx   YY- 

n{n  —  i)(«  —  2)(«  —  s)\dx"    d.x'dy  '  '"  ~dy'  J^   '  ^  ' 

Z  sarà  un  covariante  di  ;(  del  terzo  grado  rispetto  ai  coefEcienti,  e  del  grado  3  (h  —  4) 
rispetto  alle  variabili;  quindi  supposto  ■rr  =  !^  si  ha  a  =  6  ed 


..(■y  — 


»o      »,      «. 

«.        "=       "; 
II,       II,       Il 


ossia,  sostituendo  e  riducendo  , 


(12) 


.•>r  — 


,r^_f),  —  4O; 


Per  H  ^  4  si  ha  la  relazione  trovata  dal  C.wley  fra  i  covarianti  9, ,  /;,  e  gU  invarianti 
quadratico  e  cubico  ^^ ,  ^  della  forma  di  quarto  grado  (;vedi  anche  la  prima  delle  Memorie 
dell'HERMiTE  nel  tomo  LII  del  giornale  di  Cselle).  Dalle  equazioni  (11),  (12)  si  ottiene 

anche  la 

Esempio  IU.  —  Sia 

^ I /  ^  ^  _  ^  Ìl\  . 

''  ~  Il  (h  —  4)  \d  X  dy        dy  d  x)  ' 

ponendo  r  :=  i   nella  (5)  si  ha  : 

I    "o      »,      «; 

»'?=    I      »,         ".         »4 

I     ?«,       U,       li. 


o,  sostituendo  e  riducendo , 

(13) 

Esempio  IV.  —  Sia 


ir  («  —  4) 


I l^A  _  ÈJ:A.Y\ 

(3?; —  13)  \ò.v5jy'         dydxj 
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ponendo  ì=  2  nella  (5),  e  supponendo  11  =  5,  si  ha  : 


"„  "2  "; 

".  "i  "4 

/( ,  Il  u 

-        1        i 


per  CUI  : 


h'(7  =  irhjì^  —  3'^/^;  +  7"'^^'^.  —  126I  —  /c'è;, 
la  quale,  in  causa  della  (12),  può  ridursi  alla 
(14)  u  G  =  /;,  h,_  —  ir  0;  -|-  4  0;  6^  +  3  //  f)_  ?:  . 

Esempio  V.  —  Sia  y  l'invariante  di  quarto  grado  della  forma  di  quinto  grado 


wV^.  =•). 


I  /  d'Ui  d^ii 

«(»  — i) ...  (,;_4)\^a^'  5:^.'  ■••  df 

sarà  Y  un  covariante  di  //  di  quarto  grado  rispetto  ai  coefficienti,  e  di  grado  4  (;;  —  5) 
rispetto  alle  variabili;  quindi  fatto  r:  =  y  sarà  [■'-  =  io  ed 


;/  '  y  =  12  /;;  0^  —  1 6  ir  0_  0;  -\-  48  0;  0^  —  u'  h\ 
ed  anche,  per  la  (12), 
(15)  ;/=y  +  /;;  +  4e_0;+  ]2//^0^  =  o. 

Analogamente,  indicando  con  [i  l'invariante  di  ottavo    grado    della  medesima  forma  di 
quinto  grado,  si  ottiene  la 

(,  6)   9  .^  li  =  (3  0;C+.J  (/;^p-2  0^.)  _  (2  \  f-3  /;,^)  (2  0^  f -3  /;^r)+6  il  K  (fS  l  .)  . 

Per  »  ^  5  le  (15),  (lè)  sono  relazioni  fra  i  covarianti  ^,,  ^,,  h,,  h,,  K,  p,  ^  rispetti- 
vamente dei  gradi  6,  2,  9,  5,  3,  6,  9,  e  gli  invarianti  y,  (i  del  quarto  e  dell'ottavo  grado. 
Le  conseguenze  dedotte  dù  sigg.  Cayley  ed  Hermite  dalle  relazioni  (11),  (12)  per 
la  teoria  algebrica  ed  aritmetica  delle  forme  cubiche  e  biquadratiche  dinotano  l'impor- 
tanza delle  relazioni  di  questa  specie.  Vediamo  anche  come  esse  tornino  utili  nella  ricerca 
dei  covarianti  associati  ad  un  covariante  dato. 


7.  Se  nella  forinola  (8)  supponiamo  •]/  ^  'J, ,  si  ha  evidentemente  4',  = 
quindi   fatto  r  =  2  si  ottiene  : 

e  per  le  (11),  (12): 

^^  =  —  ±n^  =  jii  (0^  0^  -  H  0  • 
Cosi  : 


-.K, 
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ossia  : 
Analogamente  si  ha  : 

'  ♦  I  1       16        ^       •  \      :/ 


-'O" 


Quindi  per  le  forme  di  terzo  e  quarto  grado  i  covarianti  assodati  al  co\ariante  0  sono 
funzioni  intere  e  razionali  dei  covarianti  irreducibili  // ,  0  ,  h^  ;  risultato  già  ottenuto 
dal  sig.  Hermite. 

Continuando  abbiamo  : 

ossia,  sviluppando  ed  osservando  alle  (ii),  (12),  (13),  si  ha: 

Ora,  se  nella  formola  (io)  poniamo  ::  1=  ^,  y  ^  fJ_ ,  si  ha: 

e  per  r  r=  i   si  ottiene  : 

e  per  le  (11),  (12)  essendo 

i 
si  ha  : 


n'I,        T.=T«'?' 


6«C.  =  0X2=0.  -3^,.); 
per  cui,  indicando  con  a^  il  covariante  della  forma  ;/  : 

(h  —  2)(«  —  4)  \dx  dy        dy   dx/ 

di  quinto  grado  rispetto  ai  coefficienti,  e  di  grado  5  »  —  18  rispetto  alle  variabili,  si  ha 

per  la  (5)  :  ,  y, 

«>■,  =  2^0,-3:/;,, 
per  la  quale  : 

ó.  =  -0'}.   — -/;,?i^ 

Quindi  per  la  forma  di  quinto  grado  i  covarianti  associati  al  covariante  0^  sono  fun- 
zioni intere  e  razionali  dei  covarianti  irreducibili  /(,  0_ ,  /;.,  0,,  Z ,  7.^  rispettivamente 
dei  gradi  5,  6,  9,  2,  3,  7  rispetto  alle  variabili,  e  dei  gradi  i,  2,  3,  2,  3,  5  rispetto 
ai  coefficienti. 

Pana,  IO  agosto  1856. 

[G.]. 


XX.WI. 
SUL  PRIX'CIPIO  DI  RECIPR(3CITÀ  NELLA  TEORLV  DELLE  FORME. 


AtmaU  di  Scienze  lTat'>ììiatiche  e  Fisielie,  torao  VII  (1856),  pp.  ;o;-5i2. 


I.  Eulero,  nelle  sue  ricerche  sulla  partizione  dei  numeri,  ha  dimostrato  che  il 
numero  dei  modi,  in  cui  un  numero  s  può  essere  formato  da  una  somma  di  r  termini 
della  serie  o,  i,  2,  ...  «  (supponendo  che  ciascun  elemento  possa  essere  ripetuto  un 
infinito  numero  di  volte),  è  eguale  al  coeffidente  di  .\'  ^'  nello  sviluppo  della  espressione  : 

(0  ^  =  ; 


(l    —  -)(l    —  .V^)    ...    (l    —  A-"-)' 

Supponiamo 

cambiando  la  -  in  x  ;^  si  ha  : 

(i-0^  =  (i--v"^'O(i+-?.^^  +  -'.-v^r+  •••  ), 

per  la  quale 
e  quindi 

^-^  ^'  -       (i_x)(i-.v=)...(i-xO        ~  ■  ^'  ^  ■ 

Suppongasi 

_        _  ^(x)=i4.C,.v+C,.v=  +  C.v+  ...  ; 

si  avrà  : 

f (-V)  _       C.  +  2Cx+3C,.v-+  ••• 

BRioscHi,  tomo  I. 
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ed  indicando  con  J  (x),  9  (.v)  il  numeratore  ed  il  denominatore  di  '|  (x)  si  avrà  anche  : 

^'(-v)_/'(x)         ?'(^-) 

U-v)~K-v)      ?(-v)' 

le  radici  dell'equazione  /(.v)  =  0,  e  [i, ,  Pj ,  .  • .  quelle  della  cp  (.v)  =  0; 


Siano  a^ ,  x^, 
pongasi 


__2__i_J^,  I i_ 

m  1j  "!        I         p  "'        i        *   •   '  „  "I  „  "I 


«.  a. 


SI  otterrà  : 


il  quale  valore  posto  a  confronto  col  superiore  dà  luogo  alle 

C,  =  ^,> 

2  C,  =  C,  5,  +  s^ , 


dalle  quali  si  dedurrà  : 


C,  = 


r('  +  0 


5,-1  o 


O 
0 


5; 


-  a  - 1) 


Rappresenti  £"(  —  1  una  quantità  che  è  nulla,  se  /';  non  è  divisibile  esattamente  per  ^, 

ed  è  eguale  a  k  nel  caso  contrario;  rammentando  le  note  proprietà   delle    radici   delle 
equazioni  binomie,  si  troverà  facilmente  che  : 

per  mezzo  della  quale  si  otterranno  ad  un  tratto  i  valori  numerici  delle  s^,  s^,  .... 
Si  osservi  che  il  valore  (2)  di  '\>  (.v)  si  può  anclie  porre  sotto  la  forma  : 


K-v) 


(i_.v--)(x-.v-)  ...  (I-.V-) 
{i-x)(i-x-)  ...  (i-.V)        ' 
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e  siccome  evidentemente  questa  espressione  sarebbe  il  coefficiente  di  :('  nello   sviluppo 
della 

I 
(i-.r)(i  -.v;)  ...  (i-.v'O' 

siamo  condotti  al  seguente 

Teorema  I.  —  //  nniìiero  dei  modi  iti  cui  un  numcrù  s  pub  essere  formalo  da  una 
somma  di  r  lermini  della  serie  o,  i,  2,  ...  ti  è  eguale  al  numero  dei  modi  in  cui  il  me- 
desimo numero  può  essere  formato  dalla  somma  di  n  lermini  della  serie  o,  i ,  2 ,  ...  ;-. 

2.  Vogliasi  ora  mediante  gli  elementi  a^,  a^,  ...  a,^  formare  una  funzione  omo- 
genea del  grado  ;-  ed  omogenea  in  indice  dell'ordine  s.  Il  numero  dei  termini  di  quella 
funzione  sarà  eguale  al  numero  dei  modi  nei  quali  il  numero  s  può  essere  l'ormato  da 
una  somma  di  r  elementi,  ripetuti  o  no,  della  serie  0,  i,  2,  ...  n;  e  quindi  pel  teo- 
rema superiore  ne  risulta  il 

Teorema  II.  —  Una  forma  di  grado  r  ed  omogenea  in  indice  dell'ordine  s  composta 
cogli  elementi  a^,  a^,  ...  a„  consta  di  un  numero  di  termini  eguale  a  quello  dei  termini 
di  una  forma  di  grado  n,  omogenea  in  indice  dell'ordine  s  e  composta  cogli  elementi 
a^,  a^,  ...  a^. 

La  proprietà  contenuta  in  questo  teorema  è  quella  che  denominiamo  principio  di 
reciprocità  delle  forme.  Per  esempio,  considerando  l'equazione  del  quarto  grado  : 

«o'^'  +  «,  ^''  +  ^.-'^'  +  '^  -^'  +  -^4  =  o> 

ed  indicando  con  .v^ ,  .x^,  ,v, ,  .v   le  radici,  è  noto   che  la  funzione  simmetrica   y_  xj  .v^  .v. 
sarà  del  terzo  grado  ed  omogenea  in  indice  del  sesto  ordine;  si  avrà  quindi  : 


5, 
per  cui  : 

e 


^.  =  I .     ■^■3  =  3.     ■*";  =  4 >     ^'4  =  3  >     ^i  =  —  4 .     ^6  =  0 


Q  =  5, 


cioè  il  numero  dei  termini  della  funzione  dei  coefficienti  equivalente  a  quella  funzione 
simmetrica  sarà  cinque.  Quindi,  pel  principio  di  reciprocità  sarà  pure  cinque  il  numero 
dei  termini  della  funzione  dei  coefficienti  equivalente  alla  funzione  simmetrica  /|  .v*.v^ 
formata  colle  radici  x^ ,  .v^ ,  .v,  della  equazione  del  terzo  grado  : 

a^  X'  -\-  a^X'  -f-  (7,  .V  -f-  i7^  =:  o. 

3.  Supponiamo  che  la  forma  di  grado  r  ed  omogenea  in  indice  dell'ordine  s  debba 
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soddisfare  all'equazione 
(3) 


da. 


-\-  2a   -^ 1-  ...  4-  Ila 

^       '  da  ^  ~ 


da , 


o. 


Questa  servirà  a  determinare  un  certo  numero  di  coefficienti  numerici  della  forma  mede- 
sima; il  qual  numero  sarà  evidentemente  eguale  al  numero  dei  termini  che  si  ottengono 
operando,  sulla  forma  che  si  considera,  col  primo  membro  dell'equazione  superiore.  Ma 
la  funzione  risultante  da  questa  operazione  sarà  omogenea  di  grado  r,  omogenea  in 
indice  dell'ordine  i'  —  1,  per  cui  il  numero  dei  termini  della  medesima  sarà  C^_^,  ed  il 
numero  dei  coefficienti  che  rimangono  indeterminati  nella  formola  che  si  considera  sarà: 


H  =  C. 


C 


Se  a  quei  coetìicienti  indeterminati  si  danno  dei  valori  arbitrar)',  si  potranno  ottenere 
moltissime  forme  differenti  fra  loro;  ma  evidentemente  di  queste  non  saranno  indipen- 
denti che  un  numero  H^ ,  essendo  le  altre  legate  ad  esse  per  mezzo  di  equazioni  lineari 
a  coefficienti  numerici.  Questa  importante  osservazione  è  dovuta  al  sig.  Cavley. 

Il  valore  di  H^  si  può  ottenere  senza  calcolare  a  parte  i  valori  di  C\.  e  C^_^  ;  osser- 
vando che  Cj_j  è  il  coefficiente  di  -v'"':^"  nello  sviluppo  della  (i),  oppure  il  coefficiente 
di  x'  \^'  nello  sviluppo  della  espressione 

.V 


(1-0(1 


0  ...  (i-A)' 


e  quindi  sarà  H^  il  coefficiente  di  .v\'   nello  svihippo  di 


per  cui,  ponen 


do 


(I  _-)(!_,.-)  ...  (i-.v-O' 


(4) 


-K^)----(^.)' 


SI  avrà 


H.=  C. 


C.  .  = 


ns  +  i) 


p. 

—  I 

0 

0 

p. 

i\ 

—  2 

0 

/-.-. 

p.-. 

/'.-3     • 

.  -  0-  -  I) 

p. 

Ps-. 

Ps-2       ■ 

p. 

Si  consideri    ora  una  forma    di  grado  11  ed  omogenea  in  indice  dell'ordine  s,  la  quale 
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soddisfi  all'equazione  : 


d     ,  a     ,  ,  d 


°Ort,    '         'da,    '  '        '-'dii^ 

Pel  principio  di  reciprocità  sarà  C,_^  il  numero  dei  termini  della  funzione  risultante 
dall'operare  col  simbolo  superiore  sulla  forma  che  si  considera;  e  quindi  sarà  H^  il  numero 
dello  forme  di  questa  specie  indipendenti  fra  loro. 

_j.  Le  torme  conosciute  che  soddisfano  all'equazione  superiore  sono  gli  invarianti, 
i  coetEcienri  della  equazione  ai  quadrati  delle  ditferenze  delle  radici  di  una  equazione 
qualsivoglia,  ed  il  primo  coefficiente  di  un  covariante  qualunque.  Per  un  invariante  di 
grado  r  di  una  forma  dell'ennesimo  grado  si  ha  :  s  =  -^  n  r,  per  cui  il  valore  di  5  non 
cambia  permutando  le  r,  n.  Pel  pi-incipio  di  reciprocità  si  avrà  quindi  che  ad  ogni  inva- 
riante di  grado  r  della  forma  dell'ennesimo  grado  corrisponde  un  invariante  di  grado  n 
della  forma  dell'erresimo  grado. 

Pel  primo  termine  di  un  covariante  di  grado  r  rispetto  ai  coefficienti,  e  di  grado  ni 
rispetto  alle  variabili  della  forma  dell'ennesimo  grado,  si  ha  5  =  -J-  («  r  —  ni),  il  quale 
valore  non  muta  permutando  le  r,  ;;.  Ora  un  covariante  è  determinato  allorquando  se 
ne  conosca  il  primo  termine  ed  il  grado  rispeno  alle  variabili;  quindi  pel  principio  di 
reciprocità  ad  ogni  covariante  della  forma  dell'ennesimo  grado,  di  grado  r  rispetto  ai 
coefficienti  e  di  grado  m  rispetto  alle  \ar!abili,  corrisponde  un  covariante  della  forma 
dell'erresimo  grado,  di  grado  11  rispetto  ai  coefficienti  e  del  grado  ni  rispetto  alle  varia- 
bili. Questa  proprietà  degli  invarianti  e  dei  covarianti  costituisce  la  leg^e  di  reciprocità 
scoperta  dai  sigg.  Sylvester  ed  Her.mite;  essa  è  manifestamente  una  conseguenza  del 
principio  di  reciprocità. 

5.  Consideriamo  una  funzione  qualsivoglia,  di  grado  r  e  di  indice  s,  dei  coefficienti 
a^,  rtj ,  ...  a^  della  forma /(x,  j),  e  suppongasi  di  avere  espressa  la  funzione  medesima 
per  le  radici  della  /(.v,  i)  =  o;  domandasi  quale  sarà  il  massimo  numero  di  tunzioni 
simmetriche  delle  radici  che  entreranno  a  comporre  quella  funzione.  A  ciò  rammentiamo: 
1°  che  il  grado  di  ciascuna  funzione  simmetrica  sarà  eguale  ad  s;  2°  che  in  ciascuna 
funzione  simmetrica  le  radici  non  dovranno  essere  affette  da  esponente  maggiore  di  r. 
È  quindi  evidente  che  la  quistione  superiore  equivale  al  ricercare  in  quanti  modi  il 
numero  s  può  essere  formato  dalla  somma  di  n  elementi,  uguali  o  disuguali,  della  se- 
rie 0,  i,  2,  ...  r.  Sarà  quindi  questo  numero  eguale  a  C, ,  cioè  al  numero  dei  ter- 
mini della  funzione  che  si  considera.  Supponiamo  che  questa  funzione  sia  fra  quelle  che 
soddisfano  la  equazione  (3);  espressa  mediante  le  radici  di  .v. ,  .v,,  . . .  .v^  della  /(.v,  1)^0 
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dovr.\  soddisfare  la 

la  quale  varrà  a  determinare  un  numero  C^_^  di  coefficienti  numerici,  per  cui  ne  rimar- 
ranno H^  indeterminati.  Dunque,  allorquando  si  suppone  essere  il  massimo  il  numero 
delle  funzioni  simmetriche  che  entrano  a  formare  quella  funzione,  si  ottengono  H^  tun- 
zioni  delle  radici  indipendenti  tra  loro;  ma  d'altra  parte  sappiamo  che  questo  appunto 
deve  essere  il  numero  delle  forme  indipendenti  di  grado  r  e  di  indice  s  per  una  torma 
binaria  dell'ennesimo  grado;  quindi  si  avrà  il  seguente 

Teorema  III.  —  Se  una  forma  dei  coejjìciciili  della  f(.\,  y),  la  quale  soddisfi  all'equa- 
Tjone  (5),  si  esprime  in  fiiu::^ione  delle  radiei  della  f(x,  i)  =0,  //  numero  delle  Jiiniioni 
simmetriche  che  entrano  a  comporla  è  eguale  al  numero  dei  termini  della  jorma  medesima. 

Pongasi  ora  : 

(5)      a:,  Norma  (A;+.v,X,+a:X,+  .  .  .  +a;.Y,)  =  {aX^+a^  X.+  . . .  +^,  X,.)"  ; 

ù  evidente  che  alla  funzione  simmetrica  del  primo  membro  X-'^'?'-^':'  •••  «corrisponde 
nel  secondo  membro  il  monomio  ^7';  a\-,  .  .  .  ,  di  cui  l'nidice  è  eguale  al  grado  della  fun- 
zione simmetrica,  ed  è  dell'ennesimo  grado.  Ciò  posto,  consideriamo  un  invariante  di 
grado  r  e  di  indice  5  della  forma  dell'ennesimo  grado  /(.t,  )')  ;  supponiamo  che  il  mede- 
simo venga  espresso  in  funzione  delle  radici  della  /(a,  i)  :=  o,  ed  in  luogo  delle  varie 
funzioni  simmetriche  che  Io  compongono,  si  sostituiscano  le  espressioni  corrispondenti 
date  dal  secondo  membro  della  (5);  si  otterrà  una  nuova  funzione  dei  coefficienti 
a^^,  J,,  a,,  ...  a^,  di  grado  «,  di  indice  s,  e  composta  di  un  numero  di  termini  eguale 
a  quello  dell'invariante  che  si  considera.  Questa  nuova  funzione  sarà  per  la  legge  di 
reciprocità  un  invariante  di  grado  n  e  di  indice  s  della  forma  binaria  dell'erresimo  grado. 
Una  analoga  proprietà  vale  pei  covarianti.  Per  esempio,  sia  A  il  discriminante  della  forma 
del  terzo  grado  : 

e  9  il  suo  coefficiente  quadratico.  Il  coelfìciente  del  primo  termine  del  covariante  A.  9  è 
la  quale  forma,  espressa  in  funzione  delle  radici  a,  ,  a,  ,  .v. ,  dà 
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Si  formi  ora  la  espressione  : 

al  Norma  (X,  +  .v.  A',  +  ...  +  .vt  A",)  =  (.r^A;  +  ./,  A',  +  ...  -\-a,X,y 

e  dal  confronto  dei  coefficienti  delle  medesime  potenze  delle  X^ ,  X  ,  . .  .  nei  due  mem- 
bri di  questa  equazione  si  hanno  le 

per  cui  sostituendo  si  otterrà  : 
I2(«:a,  +  3'Zo";"5  +  3«trt4  — 2 '?,«:  + <z.a.a^  —  sa.fl^a.  -  2  ay^  —  a^a^aj, 

la  quale  espressione  è  il  coefficiente  del  primo  termine  del  covariante  quadratico  della 
forma  di  sesto  grado  come  abbiamo  trovato  in  altra  occasione.  Il  metodo  suesposto  di 
applicare  la  legge  di  reciprocità  è  dovuto  al  sig.  Hermite  «  The  Cambridge  and  Dublin 
Mathematica!  Journal»,  v.  IX  (1S54),  p.   172. 

6.  I  coefficienti  dell'equazione  ai  quadrati  delle  differenze  delle  radici  di  una  equa- 
zione qualsivoglia,  soddisfacendo  all'equazione  (3),  saranno  composti  di  forme  che  vi 
soddisfano,  le  quali  saranno  o  invarianti  o  coefficienti  di  primi  termini  di  covarianti. 
Il  numero  H^ ,  rappresentando  il  numero  dei  coefficienti  numerici  che  rimangono  inde- 
termnati,  sarà  il  numero  di  quelle  forme  che  entrano  a  comporre  il  coefficiente  di  un 
determinato  termine.  Ora  abbiamo  dimostrato  nella  Nota:  «  Sul  discriminanle  delle  fun- 
zioni omogenee  n,  ecc.  *)  che  il  valore  di  s  pel  coefficiente  dell' (f  -|-  i)-esimo  termine  è 
2i;  e  che  il  valore  di  r  è  2,  4,  6,  ...  2  («  —  i)  pei  coefficienti  dei  termini  secondo, 
terzo,  .  . .  ennesimo,  ed  è  2  (h — i)  per  tutti  gh  altri.  Ne  risulta  che  per  i  non  >  « — i 
il  numero  di  quelle  forme  sarà  eguale  ad  H^-  purché  nell'espressione  (4)  facciasi  r  =  2  i, 
e  per  i  ^  n  —  i  il  numero  di  quelle  forme  sarà  H^.  posto  /■  =  2  (h  —  i)  nell'espres- 
sione (4).  Notisi  che  per  2  f  <^  n  dovrebbesi  nella  formola  (4)  porre  2  i  in  luogo  di  n, 
ma  siccome  in  questo  caso  i  termini  negativi  della  formola  stessa  non  influiscono  sul 
valore  di  H^.  si  potrà  far  uso  di  essa  senza  variazione. 

I  coefficienti  della  risolvente  di  Lagraxge  per  una  equazione  di  grado  «,  numero 
primo,  sono  pure  omogenei,  omogenei  in  indice  e  soddisfano  all'equazione  (3).  Il  coef- 
ficiente del  termine  (j -j- i)-esimo,  essendo  del  grado  ni,  omogeneo  in  indice  dell'or- 
dine ni,  il  numero   delle    forme  che   comporranno  il  coefficiente   medesimo  sarà  //„^, 


*)  [XXX,  pp.  195-202]. 
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ponendo  nella  (4)  r  =  n  i,  per  cui  si  potrà  assumere  : 

Queste  forme  saranno  tutte  coefficienti  di  primi  termini  di  covarianti  della  torma  di 
grado  h;  cioè  saranno  i  coefficienti  dei  primi  termini  dei  covarianti  di  grado  ni  rispetto 
ai  coefficienti  e  di  grado  ?;/(;/  —  2)  rispetto  alle  variabili  della  forma  medesima. 

Settembre   1856. 

[G.]. 


XXXMI. 
SULLA  PARTIZIONE  DEI  NUMERI. 


Annaii  dt  Sci^tìze  Matematiche  e  Fùiie/ie,  :omo  Vili  (1857),  pp.   5-12. 


I.  Uno  dei  più  importanti  problemi  nella  teoria  della  partizione  dei  numeri  è  il 
seguente  : 

Dati  i  numeri  interi,  posirin  fl, ,  a^, . .  .  a, ,  n,  determinare  il  numero  deUe  so- 
luzioni intere,  positive,  della  equazione  : 

(i)  a,x,  +  a^x^  +  . .  .  +  a^x^  =  n. 

Indicando  con  S^  „  il  numero  cercato,  è  manifesto  che  il  numero  delle  soluzioni  posi- 
tive, intere,  delle  equazioni  che  si  ottengono  dalla  superiore  ponendo  .v^  =  o,  1,2,..., 
saranno  ordinatamente  : 

SS  S 

*Jr—\,n  ,  *Jr — l,n — a^  ,  fc-'r  — I,n— 2a^  ,  ... 

e  che  si  avrà  : 

•J;,«    Or— 1,11    ~\~   «^r— l,n— a^  ~p    "^r— l,»i— 2a^   "[        •     •     •     J 

ossia  : 

e  quindi  il  numero  delle  soluzioni  richiesto  verrà  dato  dall'integrazione  di  quest'ultima 
equazione  alle  dilTerenze  finite. 

La  integrazione  delle  equazioni  alle  differenze  finite  di  questa  specie  forma  lo  scopo 
di  una  Memoria  dell'insigne  geometra  Pietro  Paoli  pubblicata  nel  volume  II  (1784), 
p.  787,  delle  «  Memorie  della  Società  Italiana  »;  nella  quale  Memoria  trovasi  applicato  il 

BRioscHi,   tomo  I.  5' 
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metodo  generale  all'integrazione  di  alcune  equazioni  che  hanno  origine  da  varj  pro- 
blemi sulla  partizione  dei  numeri.  Nel  caso  particolare  dell'equazione  (2)  l'Autore  giunge 
ad  un  risultato  che  può  ridursi  al  seguente  : 

11  numero  5^,,,  cioè  il  numero  delle  soluzioni  positive,  intere,  della  equazione  (i), 
è  eguale  al  coefficiente  di  x"  nello  sviluppo  secondo  le  potenze  ascendenti  di  .v  della 
espressione  : 

(3) 


2.  Il  problema  suesposto  sulla  partizione  dei  numeri  è  quindi  ridotto  a  quello  di 
determinare  una  espressione  analitica  pel  coefficiente  di  .v"  in  quello  sviluppo,  la  quale 
sia  facilmente  calcolabile  nei  casi  particolari.  La  soluzione  di  questo  problema,  pubbli- 
cata dal  sig.  Sylvester  nel  «  Quarterly  Journal  »  ed  a  cui  si  riferisce  la  nota  del  prof.  ToR- 
TOLiNi  alla  pag.  400  del  t.  VII  (1856)  di  questi  «Annali»,  raggiunge  a  mio  credere  com- 
pletamente lo  scopo;  oltre  al  costituire  per  sé  stessa  un  interessantissimo  risultato  analitico. 

Indicando  con  /(.v)  il  denominatore  della  espressione  (3),  sieno  .v^ ,  x,,  ...  .v,„  le 
radici  semplici  o  multiple  della  equazione  J  (.v)  =  o.  Avremo,  nella  notazione  del  cal- 
colo dei  residui  , 

T  ^ ^     V 

M^'^  ^'  (-V  -  0/(0 1(^  -  -O!  ■' 

e  denominando  N  il  coefficiente  di  x"  nello  sviluppo  della  (3),  si  avrà  :  ■ 

iV  =  —  Y  ^ ^  ~  •^"' 

4-^""'/(0!(^--O!" 

Posto  ora  ;;;^  :=  i  (/),  ed  indicato  con  /_  il  valore  di  /  corrispondente  a  :^  =  x^ 
(che  supporremo  unico),  si  ha  per  una  formola  dovuta  al  sig.  Cauchy  [Exercices  de  Ma- 
ihéìihiliqucs,  t.  I,  p.  173  (41)],  che  la  espressione  superiore  si  trasforma  nella  seguente: 


N  =  -^^, 


0-Of(0 


K'r7W(0)ia-or 


e  supponendo 
si  avr.ì  : 

0-0^" 


^'^  ^^l'^^^^cVfb- 


/(^/-')io-or 

nella  quale  deve  osservarsi  essere  t^  =  0. 

Notisi  che,   indicando    con  )'  una    quantità  la    quale   sostituita  in  luogo  di  .v  non 
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H3 


renda  /(.v)  =  o  ed  indicando  con  0  =  o  il  valore  di  /  dedotto  dall'equazione  y  =^  ye~', 
il  residuo 

è  eguale  a  zero,  giacché  la  funzione 

''1 


ffiyn 

non  diventa  infinita  per  t  =  h  ^  o. 

3.  Questa  nota  osservazione  è  in  questo  caso  particolare  della  più  grande  impor- 
tanza. Infatti,  se  supponiamo  che  y  sia  una  radice  primitiva  di  una  delle  equazioni  : 

(5)  •  >'-I=0,  j-'—  1=0,  y'~i=o,        ... 

potremo  porre  : 

[indicando  col  simbolo  S  la  somma  di  tutti  i  residui  che  si  ottengono  ponendo  in 
luogo  di  y  tutte  le  radici  primitive  delle  equazioni  (5)];  poiché  fra  questi  residui  sa- 
ranno nulli  tutti  quelli  corrispondenti  a  valori  di  y  i  quali  non  coincidono  con  qual- 
cuna delle  radici  x^,  .v, ,  ...  .v„  della  equazione  /(.v)^o;  ed  inoltre  queste  radici  si 
troveranno  fra  le  radici  primitive  delle  equazioni  (5).  Abbiamo  quindi  il  seguente  : 
Teorema. — Indicando  con  _v, ,  v, ,  . .  •  )'.  ìc  radici  primitive  dcU'eq!ia:jonc  y"'  —  1=0 

e  con   IV^^  il  coefficiente  di  —  nello  sviluppo  della  espressione 


H^ 


V  rre"' 


,—a.t\  ) 


Z.(i  -  j:-.-"''Xi  -y:^e-'^')  ...  (I  -f/e-"') 
il  numero  delle  solu:^oni  positive,  intere,  della  equazione  (i)  è  eguale  a 

IV  ^n\+iv^+  .  .  .  *) 

4.  Nel  determinare  il  coefficiente  di  /^/'„_  nei  casi  particolari  converrà  distinguere 
fra  i  numeri  a^,  a, ,  ...  a^  quelli  che  sono  esattamente  divisibili  per  in  e  quelli  che 
non  lo  sono.  Se  con  a^,  y.,,  . . .  a    si  indicano  i  primi  e  con  [i^ ,  'i,,  ...  [j^  i  secondi. 


*)  Questo  è  il  teoreiiu  enunciato  dal  sig  Sylvester  nel  «  Quarterly  Journal  »,  v.  1(1857),  p.  141; 
il  metodo  con  cui  questo  distinto  geometra  giunse  a  tale  risultato  sembra  affatto  differente  dal  supe- 
riore; ci  lusinghiamo  di  vederlo  presto  pubblicato.  L'uso  del  calcolo  dei  residui  in  questa  questione  era 
già  stato  fatto  avvertire  al  sig.  Sylvester  dai  sigg.  TERauEM  e  Cayley. 
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essendo  y''  =  jf^  =  ...  =  y^  —  i  ,  si  avrà 


^  -  Y(i  -  c^'-)  ...  (I  -  ^V)(/_  yi^^e-^'')  ...  (I  -  jyfve-Pv').' 
od  anche  : 

^-Z(i-;f.c-^.')  ...   (i_vfv,-^v-)' 

posto  : 

/;  =  lo^^  (i  —  c--^'')  +  log  (i  -  .•-'^0  +  .  .  .  +  log  (i  -  <;-V). 

Quindi  sviluppando  si  avrà  : 

i  —I,     1: 

I  ^^ }',    e 

<^^)  ^""y.,y.,  ...  7.^1^  2L  (i  —  y^' e-''"'')  ...  (i  —  y^.' e-^^')  ' 

\        '        2       '/  1.2"     "         '      1.2.3.4      ' 


essendo 
ed 


B^,  B,,  . . .  i  numeri  di  Berxoulli. 

Ne  risulta  che  U\  sarà  il  coefficiente  di  f~'  nello  sviluppo  della  espressione 


-e\ 


a  a,  .  . 

I       2  ' 

nella  quale 

^,  =  '',  +  '^  +  •  •  •  +  '^'         ^=  =  '''  +  "'  +  •  •  •  +  "'' 
e  che,  supponendo  i;_,  i/^,  ...  a^  essere  tutti  numeri  primi,  sarà: 


(s)         ^^«,=^y-, 


>': 


quando  ;/;  è  un  nuir.ero  della  serie  a^ ,  a,,  ...  (7^  ed  in  ogni  altro  caso  /F,,  =  0  (ec- 
cetto per  III  =:  i).  Analogamente  se  i  numeri  a^,  «,,  ...  sono  primi  tra  loro. 

5.  Aggiungerò  un  esempio  che,  sebbene  assai  semplice,  servirà  a  rendere  più  evi- 
dente la  potenza  di  questo  metodo. 

-Sieno  (7_  =r  2,  rt,  =  3,  ''.  =  5  ;  essendo  5^  =  io,  i,  =  38,  si  ha  : 

JV  =  —  P"  +  ^^'  -  ^1 

30   L  2  12j" 

Per  trovare  ?F,  si  osservi  che  l'unica  radice  primitiva  dell'equazione  y^  —  i  =0  è  —  i, 
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quindi  per  la  forinola  (8): 


4 


Cosi,  le    radici   primitive   della  v'  —  1=0  essjndo  le  radici   della  y^  -\-  y  -\-  i  =^  o, 
si  avri  per  la  (8)  : 


W. 

ora 


quindi 

se  H  -)-  2  ^  o  (mod.  3),  X}~"'*"'  =  X}'°  ^        - 

se  n  -\-  2^1  (mod.  3),  X. ■*'"""*"  "=  Xj'  ==  —  ^ 

se  H  -j-  2  ss  2  (mod.  3)  ,  X  v~"'^"  —  X}'   =  —  I 

per  cui,  indicando  con  '^  l  -y-  |  un  simbolo  che  rappresenti  l'unità,  se  k  è  esattamente 
divisibile  pjr  /;,  e  lo  zero  in  caso  contrario,  si  avrà  : 

-.  =  -f[-K^)-H^)-Hi)]- 

W   sarà  eguale  a  zero;    ed    osservando    che  le    radici    primitive    della    equazione 
j*  —  1^0  sono  quelle  della  _v'  -f~  J'  T~  }''  +  .)'  +  ^  =  o>  si  avrà  : 

w  =^y y^ 


■'0 


1 

5 

per  cui,  essendo 

Z/  =  4>  Z>'  =  -  I ,  Z v^  =  -  I ,  Zr  =  - 1>  Z/  =  - 1  > 

si  Otterrà  : 

ed  il  numero  delle  soluzioni  positive,  intere,  dell'equazione 

2  ■^■,  +  3  •^■■.  +  5  ■^■;  =  « 
sarà  : 
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Per  esempio,  per  «  ^  8  si  ha  : 

^^.  = — ,      jv.  =  4- .      ^^'-  = — .      "^-  =  o 

72  '8  '9  ' 

ed  il  numero  delle  soluzioni  è  3.  Per  n  =  30  si  ha  : 

j,pr  _  7331  jj/  —_L  w  ——  W  —~ 

'         360  '8  >         9  '  s         5 

ed  il  numero  delle  soluzioni  è  21. 

É  senza  dubbio  uno  dei  principali  pregi  di  questo  metodo  il  non  aumentarsi  del 
numero  delle  operazioni  occorrenti  per  determinare  il  numero  delle  soluzioni,  aumen- 
tando la  grandezza  del  numero  ii. 

Pavia,  febbraio  1857. 

[L.]. 


XXXVIII. 
SULLA  TRASFORMAZIONE  DELLE  FUNZIOxM  ELLITTICHE. 


-tìntati  di  .Vrir»!^*?  Matetnutirhe  f  Fisiche,  temo  Vili  (iSj;),  pp.  70-76,  125-12S. 


1.  n  problema  della  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche,  forse  il  principale  nella 
teorica  di  questi  trascendenti,  formò  ripetutamente  soggetto,  sotto  punti  di  vista  ditfe- 
renr,  alle  ricerche  degH  insigni  geometri  Abel,  Jacobi,  Eiseksteix,  Hermite,  Rosen- 
HAix.  In  una  delle  lettere  indirizzate  dal  sig.  Hermite  a  Jacobi,  e  pubblicate  nella 
raccolta  dei  lavori  di  quest'ulrimo,  trovasi  risoluto  questo  problema  (oltre  a  quello  della 
divisione)  partendo  dalle  proprietà  delle  serie  doppiamente  infinite,  da  rapporti  delle 
quali  si  esprimono  le  funzioni  inverse  degli  integrali  ellittici.  Nelle  due  recenti  ricerche 
sulla  trasformazione  delle  funzioni  abeliane  di  prima  specie,  il  sig.  Hermite,  oltre  al 
giovarsi  dello  proprietà  di  queste  serie,  introdusse  nella  quistione  un  nuovo  importan- 
tissimo elemento  coU'osservare,  che  il  problema  della  trasformazione  consistendo  nel- 
l'esprimere  funzioni  inverse,  di  moduli  differenti  razionalmente  le  une  per  le  altre,  do- 
vevano gli  indici  di  periodicità  delle  prime  essere  funzioni  lineari  a  coefEcienti  interi 
degli  indici  di  periodicità  delle  seconde.  Assumendo  questa  proprietà  quale  fondamento 
abbiamo  in  questa  Nota  applicato  il  metodo  del  sig.  Hermite  alla  trasformazione  delle 
funzioni  ellittiche;  e  ciò,  non  scio  allo  scopo  di  mostrare  con  quanta  semplicità  si  giunga 
alle  note  formole  di  Jacobi  o  di  Abel,  ma  ben  anco,  e  principalmente,  per  aprirci  la 
via  a  contemplare  la  soluzione  dell'analogo  problema  per  le  funzioni  abeliane. 

2.  Considerando  la  serie  doppiamente  infinita 
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nella  quale  p,  [t.  sono  eguali  a  zero  od  all'uniti,  ed  m   assume  tutti  i  valori   numerici 
interi  da  —  00    a  -|-  00,  si  hanno,  come  è  noto,  le 

P(»  4-  2  «)  =  (-  iy<;-^"'"*"'P(«),         P(u  -\.2b)  =  (-  i/P(«) 
essendo  b  =  — ^  .  Pongasi  : 


4ar 


2  ma  Ara  a 

ITU  tis  b 


la  (i)  si  trasformerà  nella 

(2)  S{v)  =  5^(—  i)'"?(;'"I="'-1^"'-t'"""''''', 

per  la  quale  analogamente  alle  superiori  si  avranno  le 

(3)  e(t;  +  i)  =  (-i/(-)(i')>    e(t;  +  o  =  (-iy^"""^''"'0W. 

alle  quali  possiamo  aggiungere  la 

Così,  indicando  con   QQi)  la  serie  doppiamente  infinita 


e  ponendo 


ir:  2pì<a  4pa    ^ 

T  ~  ^  '       '^~  "TrT"  '       ^  ~  Tir  ~  T  ' 


ottiensi  la  trasformata  : 

(4)  e  (U)  :=:  ^  (-  l)'"f  ,.-«(--v,...f  ,..*v,\ 

per  la  quale  sussisteranno  le 

(5)  H^'+O^C-O^H^O,    0(t.+y)  =  (-iy.--<-*v)6(„),   0(-r)  =  (-irO(z;). 

Ora,  se  voglionsi  esprimere  le  funzioni  P(»)  razionalmente  per  le  (2(")>  dovranno 
necessariamente  aver  luogo  le  relazioni  lineari  a  coefficienti  interi  : 

a.  =  a^a  -\-  l\b , 

p  =  a,^a-\-bJi; 
e  quindi  : 
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3.  Si  consideri  una  funzione  Il(t')  definita  dalle  seguenti  equazioni: 

(7)  ii(t'+i)  =  (-i)'n(tO,  n(-. +  -;)  =  (-!) V---^'n(t),  u(-v)^(-iyh\(v), 

essendo  n  un  numero  dispari,  ì),  h  eguali  a  zero  od  all'uniti.   Questa    funzione    potrà 
esprimersi  in  tutta  la  generalità  per  la  serie  doppiamente  infinita  *)  : 


^■(-i)'"^4„s''^'='"*''-*4- 


4"  , 


nella  quale  A^,  è  un  coefficiente  indeterminato.  Ma  per  la  seconda  e  la  terza  delle  (7) 
si  hanno  le 

■A„^„  =  ^„, ,        ■^_,„_s  —  ^„, , 
dalle  quali  : 

■^m-^  =  ■^„_,„  ; 

quindi  tutti  i  coefficienti  A^,^  pei  quali  m^  n — i    saranno  esprimibili  per  gli  h  seguenti  : 

A,   ^.,  ■■■A-. 

e  fra  questi  avranno  luogo  1.-  relazioni  : 

^i-j  =  ^..-i  '         ^2_s  ^  ^,.-2  '     •  •  •     ^,,-1   ;y  ^=  ■^,:^i  > 

per  cui  non  ne  rimarranno  indipendenti  che  un  numero  .  Abbiamo  cosi  il 

Teorema  I.  —  L'espressioìie  la  più  generale  delia  fiiìi:iione  ^(v)  definita  dalle  equa- 
■^lom  (7)  contiene  — —  coepcienti  inaipendeiiti. 

Operando  come  sopra  potrebbesi  dimostrare,  ciò  che  d'altronde  è  noto,  che  le 
quattro  funzioni  jacobiane  h  (f),  colle  quali  si  esprimono  le  funzioni  inverse  delle  ellit- 
tiche, sono  algebricamente  riducibili  a  due  di  esse;  e  che  fra  queste  non  può  sussistere 
alcuna  relazione  algebrica. 

Indichiamo  con  ^^o('i.'))  ^iW  queste  due  funzioni  e  con  v^,  q^;  v^ ,  q^  [  valori  delle 
V,  q  per  le  medesime.  Si  consideri  una  funzione  omogenea  del  grado  ;;  di  ^^^(f),  ^^,  (^')j 
essa  verrà  espressa  linearmente  da  prodotti  della  forma  ^^0*,  dove  a,  h  sono  numeri 
interi  ed  a  -|-  ^  =  /;.  Pongasi  : 


n(y)  =  J_^KH\, 


')  Weierstrass,   Thcorie  dcr  Abel'ìì'/ji;»)    Fuiictiomii.    [Journal  tur    die    reine    und    angewandte 
Mathematik,  t.  LII  (1856),  pp.  285-580  (p.   56;)]. 


BRioscui,  turno  I. 
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essendo  B  un  coefficiente  costante;  osservando  le  (5)  si  avranno  evidentemente  le 

li  (v  4-  y)  =  (—  I  )"'"-'•''.  g-""<^'-*-Ti  n  (v) , 
n(—  v)  =  (—  i)""'''°-"'"''''n(tO, 

per  cui  la  funzione  11  (f)  sarà  definita  dalle  equazioni  (7)  allorquando  sussistano  le 

Supponiamo  dapprima  (5  =  v^ ,  /;  ^  ^y^  ed  indichiamo  con  11^  (;')  la  funzione  che  cor- 
risponde a  quei  valori  di  S,  /;.  Affinchè  le  congruenze  superiori  sieno  soddisfatte  do- 
vranno essere  :  a  ^  i,  b  ss  o  (mod.  2);  quindi  : 

(8)  n„(^)  =  BX  +  BX^'K  +  ■  •  •  +  B,^jxr; 

e  supponendo  in  secondo  luogo  (ì  =:  v  ,  h=^i]^,  ed  indicando  con  li,(y)  '"^  funzione 
corrispondente,  si  avranno  le  «  =;  o,  /'  ^  1   (niod.  2),  per  cui  : 

(9)  n,O0  =  Qr'^.  +  c,r"^:+  ... +c^e';. 

2 

Queste  due  espressioni  delle  funzioni  II,,('^')j  ^^(z'),  contenendo  si  Tana  che  l'altra 
fi  -I  ■  i 
-^^ —  coefficienti  indipendenti,  sono  pel  Teorema  I    le   più    generali    che  le  funzioni 


stesse  ammettano. 

4.  Ciò  posto,  si  osservi  che,  fatto  per  brevità  s  ■=z  a^c-{-  b^  cambiando  nella  fun- 
zione Jacobiana  &(y^  la  v  in  sv,  ottiensi  facilmente: 

(10)  e'^'^'''*"\^s(v  -f  i)]  =  (—  iyc''''^"'''e(sv), 
essendo 

^  ^  p (j,  -]-  ;;. /;,  -{-  a^b,; 

ed  analogamente  giungesi  alla 

i-'""'-*''"'''H=>[s(v  +  y)]  =  (-  iy(=^(sv), 
nella  quale 

Ora,  supponendo 

a,b^-a^b^  =  >i, 
si  ha  : 

fl,5  =  H  -f-  a^s'c 

per  cui,  sostituendo  e  moltiplicando  per  e''^"'"",  si  ha  : 

(11)  g.«...(.-T«^  e[s(v  +  y)]  =  (-  I  )''  .•-""""'*^''  «'■""="■'  <■">  (i  t') . 
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Da  ultimo,  essendo 

osservando  che,  per  essere  ii  dispari,  dovranno  essere,  per  es.,  S^ai^,  h^pa  (mod.  2), 
per  cui  S/;  ^  [J.p  (mod.  2),  si  avrà  : 

(12)  e"^-^"'\:)(_  sv)  =  (—  iy'U''''^"\^(sv). 
Le  equazioni  (io),  (u),  (12)  dimostrano  che  la  funzione 

ll(r)  =  <;■"-'■• '0(it.) 

è  definita  dalle  equazioni  (7)  e  quindi  per  essa  varranno  le  proprietà  enunciate  nel 
Teorema  I  e  nelle  equazioni  (8),  (9).  Cioè,  indicando  con  0^ ,  0_  due  fra  le  funzioni 
0(i'),  e  con  u.^,  p^;  [i.^,  p^  i  valori  delle  [j.,  p  corrispondenti  ad  esse,  e  supponendo 

\  Po  'h  +  y-c  K  +  ".  ^'.  =  -'o .      P.  'h  +  y-,  ^  +  '^  ^  =  \ , 

(13)  \  (mod.  2) 

'  Pc^^  +  p-o K  +  '^  ^  =  ?o'      P. '^  +  '/■. K  +  «. K  =  'L > 

si  avranno  le  : 

(  ^'■---^0„(5z;)  =  BX  +  BX-'<ì:  +  ■■■+  B^%K\ 
(14) 

I  ,-^-^  0,  (,  V)  =  c;  er '  0,  +  e,  or'  e;  +  . . .  +  c^  0: . 

5.  Per  determinare  i  valori  dei  coefficienti   B^,  B^,  ...;  C^,  C, ,  .  . .  faremo  uso 
di  alcune  note  proprietà  delle  funzioni  Jacobiane.  A  ciò  supponiamo 

l\  =  i'o  =  I .  \  =  <?„  =  I  > 

."-,  =  0,     /,  =  1,         v_=o,     <7,  =  1; 

le  equazioni  (13)  daranno  : 

(mod.  2) 

«■  +  K  +  «,  ^  =  I ,      «■  +  ''.  ^,  =  I , 

per  le  quali  «^ ,  b^  dispari,  l\  pari  ed  a,  pari  o  dispari.  Le  (3)  daranno  : 

«=>o  (^  +  I  )  =  -  <='o  (^)  .  <-^.  ('^'  +  0   =  «.  (^0  , 

«o  C-^'  +  0  =  -  ^'''''-^'  00  (^) ,      <=>.  C^'  +  0  =  -  '•■-"'^'■*'*  0.  (^)  > 
©e  (-  "^O  =  -  00  (0 .  0,  (-  -^')  =  0.  (^0 . 
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per  le  quali,  indicando  con  r,,  p  due  numeri  interi  : 

«oC'-'  +  pO  =  o. 

Inoltre  si  hanno  le 


essendo 


Ora,  se  nella  seconda  delle  equazioni  (14)  cambiasi  la  v  in  v -{- -^  ottiensi,   per 
le  ultime  equazioni  superiori,  la  seguente  : 

t ,.-.»-  e„  0  V)  =  e;  0;-  G„  +  e.  6:-'  6^  +  . . .  +  c^  e-- , 

la  quale,  posta  a  confronto  colla  prima  delle  equazioni  (14)  stesse,  dimost/a  essere: 
C  _,  =  / £„ ,         C„_3  =  / 5. ,      ...     Q  =  /  fi,^, 

per  cui  la  seconda  delle  (14)  assumerà  la  forma: 

,.-.-0^(,,,)  =  /(5^o:r-e,  +  5^3  er' 6;  +  ...  +  BX)- 

Ne   risulta  che,  posto   ~~^  —  '1'  (f),  si  hanno  le  due  equazioni  : 

I\     J 

*-' ^^      )  c'"'-^'-"  (--),  (5 ^o  =  /  fi';  [5_  i-  (^)  +  fi ,_,.  V"'  (lO  +  . . .  +  -sj . 

I  valori  dei  coefficienti  fi^,,  fi,,  ...  B^^_^  si  ottengono  nel  modo  seguente.  Suppo- 
nendo f,  '0  due  numeri  interi,  facciasi: 

p/;^— r,rt^  =  ;j.,         -/ifl,  -p/-,  =  V, =  w. 

Ponendo  nella  prima  delle  (15)  to)  (e  numero  intero)  in  luogo  di  v,  essendo 

■s  (''.Y  —  ^,)  =  «  e .         ^  0^  —  ''2  ìO  =  "  ' 
si  ha: 

(  1 6)  (\  (i  £  co)  =  0  Js  C^  +  p  e)]  =  o , 
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e  quindi 

(17)  £„^"-'(e<o)  +  £.^"-'(cco)+  ...  +5^=0. 

2 

Osserviamo  che,  dalle  relazioni 

«o(t'  +  y-T  +  -)  =  (-  i)i-\.-'=^i--"-R-)e^(x,), 

'^.(-^'  +  f-V  +  ^)  =  (-  l7,-'^W=v.=v.,v.fJ^(,,)^ 
ottiensi  evidentemente  la  equazione  : 

la  quale  conduce  alle  seguenti: 


Dunque  le  radici  dell'equazione  (17)  saranno  le 
ed  in  conseguenza  le  (15)  diventano: 

dalle  quali,  ponendo 
deducesi  la 

(18)  W(SV)  = fj= ^-f r4p!. 

'  [I  - j-x^O'^c-j] ■■•  [i  - •^=eO'i^(V^-)J 

Notiamo  che,  avendosi  facilmente,  in  causa  delle  equazioni  (16),  la 
le  espressioni 

^  (xo ,  .i  e.  +  co) ,  'i  (v  +  20.),  •  •  ■  V  [^'  +  («  -  0  "^1 
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sono  le  radici  dell'equazione 

Quindi  si  avranno  anche  le  due  formole  di  trasformazione: 


(-0=    xi'(,.,,)=-- 


I  K^)  +  K^  +  ^)  +  •  •  •  +  'H^  +  ("  -  0"^] 


(19) 


(-  O'-n^o-x.)  =  ^K^')'H-^'  +  "0  •••  H^'  +  0'  -  0"^]- 


6.  Rimane  ora  a  trovarsi  la   relazione  fra  i  moduli.  A  ciò   osserviamo   che,  sup- 
posto a,  essere  pari,  si  ha: 


per 


ed  analogamente  : 


„,  (..  +  -!-)  =  (-,)*•■.-■+"'■-+■■')«,  (.'  +  i) 


Quindi  sarà: 


e  la  (iiS),  nella  quale  pongasi  v  =  y,  darà  la  relazione  richiesta: 

[^'(4)-K^")] 


[— 4'(|)«»)]..- 


-*'(i)+f^)] 


Le  formole  (i8),  (19),  (20)  ponno  farsi  coincidere  facilmente  con  quelle  di  Ja- 
COBi  e  di  Abel.  Aggiungiamo  che  quest'ultimo  geometra  ottenne,  in  una  delle  sue  me- 
morie (XIV  del  voi.  I  delle  Opere),  le  formole  di    trasformazione  per  mezzo  di    una 
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relazione  fra  gli  indici  di    periodicità    analoga  alla  (6)  e  deUo  sviluppo    delle   funzioni 
inverse  per  prodotti  infiniti. 

7.  Accenniamo  da  ultimo  brevemente  ad  un  nuovo  n.odo  di  presentare  la  solu- 
zione del  problema  della  trasformazione  delle  funzioni  ellittiche  dovuto  al  sig.  Hermite; 
pel  qual  modo  (principalmente  però  nel  caso  delle  funzioni  Abcliane)  questa  teorica 
viene  a  legarsi  a  quella  delle  forme.  Posto  v  ^  y  -\-  y  x  ed 

X  =  (7,  X  +  a,_y ,         Y  =  h^  x  +  bj, 
si  hanno  le 

sv  =  Y+  cX,  a,jv-  =  aXY-\-cX){y  +  y.v)  =:  «^9; 
quindi,  facendo 

Ky  +  V-v)  =/,,(-v,>',T),  tì(5'  +  '•  A')  =f,,,{X,  Y,c), 
si  avrà  che  la  funzione 

è  esprimibile  mediante  una  funzione  omogenea  di  grado  n  di  due  funzioni  /.,,(-■<•■>  )'>y)> 
sussistendo  fra  i  moduli  e,*,'  la  relazione  (6)  e  fra  gli  argomenti  X,Y;  x,y  le  (21). 

Pavia,  marzo  1857. 

fPa.,  G.]. 


XXXIX. 
SUI  POLIGONI  INSCRITTI  E  CIRCOSCRITTI  ALLE  CONICHE. 


.limali  di  ScU-iize  Matematiche  e  Fisichn^  tomo  Vili  (iSjy),  pp.   119-124. 


Il  problema  di  determinare  a  quali  condizioni  debbano  soddisfare  i  parametri  delle 
equazioni  di  due  coniche,  affinchè  un  poligono  inscritto  in  una  di  esse  sia  circoscritto  alla 
seconda,  venne  recentemente  studiato  dai  sigg.  Cayley  e  Salmo.m.  I  risultati  ottenuti  da 
questi  geometri  si  presentano  sotto  forme  assai  differenti,  e  non  sarebbe  possibile  che 
dopo  lunghi  sviluppi  di  calcolo  il  convincerci  della  loro  identità.  In  questa  Nota  viene 
provata  a  priori  la  coincidenza  di  quei  risultati,  giungendo  ai  medesimi  con  un  metodo 
che  manifesta  come  si  possano  far  dipendere  da  uno  stesso  principio. 

Sieno  //  =  0,  1'  =  o,  M,'  ;=:  o  le  equazioni  dei  lati  di  un  triangolo  inscritto  nella 

conica 

[/  :^  y.viu  -\-  [i  ti'  /(  -j-  Y  //  ;;  ^  o  . 
Posto 

F  =  I~  II'  -j-  IH'  V'  -J-  ;/'  tu'  —  a  V IV  —  /'  w  n  —  e  n  v , 

ed  indicando  con  .v,  una    quantità    indeterminata,  è  noto  che,  affinchè  la  retta  /(  ;=  o  sia 

tangente  alla  conica 

X,  U  —  F  =  o, 
dovrà  essere 

a  ^  2  in  11  —  7.  .Vj  ; 
ed  analogamente  saranno 

b  ^  2  7!Ì  —  ^^  .V, ,         e  ^  2  1  in  —  Y  .V, 

BRIOSCHl,    tomo    I.  Il 
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le  condizioni  le  quali  debbono  verificarsi,  perchè  le  rene  v  =:  o,  tv  ^=  o  sieno  rispettiva- 
mente tangenti  alle  coniche 

x^U  —  V  =  o,        .V,  U  —  F  =  0. 
Ora,  indicando  con 

il  discriminante  della  funzione 

.V  U—  F, 
si  hanno  le 

«o  =  «  P  Y  > 

rt_  =  /'  a'  -)-  DI'  [i^  -[-  ir  Y  -^  ^^'!  -{-  b'(0!.  -j-  col'^  , 

a^  =  2  a  a  /"  -|-  2  /'  (i  /«"  -)-  2  e  y  ""  +  ^  ^'  <•"  +  (i  f  (Z  -]-  T  "  ^  > 
rt,  =  /'  a'  -\-  III'  h'  -\-  ir  r  -\-  abc  —  4  ì'  nr  ir  , 
ossia,  pei  valori  superiori  di  a,  h,  e,  le 

''.  =  2  /"/  +  '■■  fi  V  (.V,  .v^  +  A-,  .V,  +  .v^  .V,)  , 

a,  =  cf  —  afÌY.v^.v_,.v, , 
essendosi  posto  per  brevità  : 

p  =z  ìy.  -\-  »i  [i  -[~  '■'  Y  )         '7  =  4''  —  ^  ^-  -■*■',  —  '"  (^  ■■^',  —  «  Y  '^'-5         r  ^  ì  in  11 . 

Per  cui,  rappresentando  eoa 

(i)  X'  +  A  A-  +  5  A-  +  C  =  0 

la  equazione  di  cui  le  radici  sono  a'^  ,  A", ,  A', ,  si  avranno  le  tre  relazioni  seguenti  : 

(2)  a^ — a^A  r=i  p- ,         a,  —  a^B:=2pq,         a.  — a^C=^q'. 

Se  queste  equazioni  si  moltiplicano  ordinatamente  per  a'^  ,  x^,  i,  e  si  sommano  osser- 
vando alla  (i),  otticnsi  la  seguente: 

ed  altre  due  analoghe;  dal  che  deduciamo  essere 

(3)   «„-^''  +  «,  •^■'  +  '^-^"  +  "i  —  (P^  +  iT  =  «o(^  —  -^■■)G^'  —  -OC^'  —  ■■^■;)  ; 
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e  pel  teorema  Ji  Abel,   ponendo  ò  (x)  =    /  7->Ty^-^'.  si  avrà  che  i  parametri  .\-_ ,  x, ,  x. 
dovranno  soddisfare  all'equazione  trascendente  : 

(4)  ^.K-v,)  +  s/K-v.)  +  ^i(-s)  =  c, 

alla  quale  corrisponde  la  equazione  algebrica  irrazionale  : 

I     .V,     A  (.V,)    =  o . 
I     .V.     A(.v.) 

Ma  le  equazioni  (2)  conducono  evidentemente  anche  ad  una  relazione  algebrica  razio- 
nale fra  quei  parametri,  cioè  alla  seguente  : 


(5) 


40^.  —  «o^)(";  —  '^o  Q  —  (".  —  ^oBy  =  o. 


Queste  relazioni   algebriche,    ottenute  si  l'una  che  l'altra   eliminando  le  p,  q  dalle 
equazioni  (2),  costituiscono  i  risultati  dei  sigg.  Cayley  e  Salmon. 
Dalla  equazione  (3)  si  hanno  le 


-^(•^J--^i'-^J 


_   x^AOO-x^AOO. 


x.  —  -V, 


X.  —  X, 


per  cui,  supponendo 


SI  avrà  : 


posto 


P  =  J,  +  A.Xx,  +  x^)  +  ^^.v;  +  x;  +  x^xj  +  . 
La  Stessa  equazione  (3)  o  la  terza  delle  (2)  danno  : 

quindi,  osservando  essere  A'^  =  a.,  si  otterrà: 

(7)  x=-^(x,xJ^-2A^P). 


(8) 


Nel  caso  particolare  in  cui  supponesi  x^  =:  .v,  =  o  questa  formola  dà 


t     o     ; 
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cioè,  se  due  lari  di  un  triangolo  inscritto  nella  conica   t/  =  o  sono  tangenti  alla  conica 
V  =  o,  il  terzo  lato  sarà  tangente  alla  conica 

Suppongasi  ora  x^  ^  o  ;  la  formola  generale  (7)  dà 

ossia  : 

dalla  quale  : 

alxU:  -  4  a^A.<.^,  i^o  +  ^.  ^J  =  4  ^^^[-^X^.)  -  G^o  +  ^.  ^J^]  ; 
ma,  essendo 


4  "5 

si  ha  : 

-^'(■O  -  G^o  +  -^.-O'  =  ^  (4"o''3-^-.  +  4'^'Z>  -  «D' 

per  cui,  sostituendo  e  riducendo,  si  ottiene  : 

(9)  ^•■^l'S  ""  4«o  "v^';  —  2flo«.-^'.-S  =  4  «o^r^':^  +  4'^,'';  —  <^ 

la  quale  formola,  come  anche  la  (8),  potevansi  dedurre  dalla  (5). 

Si  immagini  un  quadrilatero  ah  e  ci  inscritto  nella  conica    [/  =  o,  e  suppongasi  che 

i  lati  a  h,  lì  e,  e  d  sieno   tangenti   alla  conica  F  ^  o;  condotta  la  diagonale  a  e  si  ha  il 

triangolo  ab  e  inscritto    nella   conica   (7  ^  0  e  di  cui  i  due  lari  a  h ,  /'  e  sono  tangenti 

alla  conica   F  =  o;  per  quanto  si  è  dimostrato  sopra,  il  terzo  lato  a  e  sarà  tangente  alla 

conica 

a  [/  —  /'  =  o  , 

essendo 

Aa,a. 

Consideriamo  ora  il  triangolo  a  e  d  inscritto  nella  conica  (7  =  O  e  del  quale  un 
lato,  ed,  è  tangente  alla  conica  r'=  o,  un  secondo,  a  e,  tangente  alla  conica  y.U  —  V=  o; 
il  terzo  lato  sarà  tangente  alla  conica  x.  U  —  F  ^  o,  essendo  il  valore  di  .v,  dato  dal- 
l'equazione (9),  dove  in  luogo  di  x,  pongasi  x.  Ora,  fatta  questa  sostituzione,  si  ottiene: 

_  Sa,iSay,-{-al  —  ia,a,a,)  _  .. 
(a,-ia,a.) 
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quindi  il  quarto  lato  cJ  del  quadrilatero  ab  ed  sarà  tangente  alla  conica 

8  a.  (8  a^a',  -}-'?'  —  4  «,  '',''.)  U  —  (a',  —  4  a,  a.)'  F  =  o. 

Immaginiamo  ora  un  poligono  a_  z,  ...  a_^  inscritto  nella  conica  [/=  0,  e  suppo- 
niamo che  i  lati  a  a  .  a, a. ,  ...  a  7.  sicno  tangenti  alla  conica  F  =  o;illato  oc  x 
sarà  tangente  alla  conica  .v,,  U  —  F  =  o,  ed  il  valore  di  .\\,  si  troverà  nel  modo  seguente. 
Sieno  x^_,  U  —  V  =1  0,  .v„_,  U  —  T  =  0  le  equazioni  delle  coniche  alle  quali  sareb- 
bero tangenti  le  diagonali  a^  a^_, ,  a_  7.^^^^  considerate  come  lati  dei  poligoni  a,  a, . . .  a^._, , 
a_a,  ...  a^.__.  Pei  triangoli  a^  a^__,x_._^ ,  7^7.^^_^x^^  si  avranno,  analogamente  alla  (9),  le 

«o^'La;-  —  4<^o^^-■^^.-.  —  2fl„fl,-v„_^-v,._,  =  4rt,a..v„_^  +  4  fl,a,  —  a], 

K^L^K  —  4^„«i^„  —  2rt„rt^x„_,x„  =  4''„«i^„_,  +  4«,«5  —  «^ 

le  quali,  sottratte  l'una  dall'altra,  danno  : 

<K-X-\,  +  -O  =  4"o";  +  2rtofl,-v„_,, 

ed  anche  per  la  prima  delle  superiori  : 

a'^x  X'   ,.v,  , -=  al  —  4  a  a.  —  4  a  a.x    ,. 
Quindi  : 

^    _4rt.(a  -■v,,,^ 

per  mezzo  della  quale  conoscendosi  i  valori  di  .v, ,  .v  ,  che  sono  x,  fi,  si  ottengono  di 
seguito  quelli  di  x. ,  av  ,  . .  .  Osservando  i  risultati  superiori  è  evidente  che,  se 

al  —  4  a^  a,  ^  o, 

vi  saranno  triangoli  inscritti  nella  conica   [/  =  o  e  circoscritti  alla  V  =  0;  se 

8  a^al  -\-  a]  —  4  a^a,a,  =  o, 

vi  saranno  quadrilateri  inscritti  nella  conica  (7  =  o  e  circoscrivibili  alla  F"  ^  o  ;  e  cosi  via. 

Notiamo  da  ultimo  che,  supponendo  nella  (4)  .v,  ^  /;  costante,  si  ha  la  equazione 

alle  derivate  : 

dx^    j^       d  X,    

e  le  equazioni  (5),  (6)  sono  i  noti  integrali  razionale  ed  irrazionale  della  medesima. 

Giugno  1857. 

[G.]. 


XL. 

INTORNO  AD  ALCUNE  PROPRIETÀ  DELLE  SUPERFICIE 
A  LINEE  DI  CUR\' ATURA  PIANE  0  SFERICHE. 


unnU  di  Scii^me  Mnt^inatù'he  e  Fìsiche^  turno  Vili  (1857),  pp.  297-30S. 


I .  Le  prime  ricerche  intorno  alle  superficie  di  cui  le  linee  di  curvatura  sono  piane 
si  devono  a  Mo\ge,  il  quale  nel  §  XVII  della  «  Appìicalion  de  VAnalyse  »,  ecc.  determinava 
la  classe  di  superficie  che  hanno  le  linee  di  una  curvatura  situate  in  piani  paralleli.  In 
seguito  JoACHiMSTHAL  *)  Considerava  le  superficie  per  le  quali  le  linee  di  una  curvatura 
sono  poste  in  piani  passanti  per  una  retta,  e  più  di  recente  i  signori  Bonnet  e  Serret 
presentavano  varie  memorie  all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  **),  nelle  quali  vengono 
discussi  tutti  i  casi  di  superficie  di  cui  le  linee  delle  due  curvature  sono  piane,  o  quelle  del- 
l'una curvatura  piane  e  quelle  dell'altra  sferiche,  od  ambedue  sferiche  ***).  Ma  l'essere  piane 
o  sferiche  le  Hnee  di  una  curvatura  è  in  molti  casi  conseguenza  necessaria  di  disposiziom 
particolari  dei  piani  e  delle  sfere  che  contengono  le  linee  dell'altra  curvatura,  come  ha  mo- 
strato a  posteriori  il  signor  Bonxet  pel  caso  particolare  del  Jo.^chi.msthal;  per  il  che 
credo  di  qualche  interesse  le  formole  seguenti,  le  quali  dimostrano  a  priori  la  esistenza 
di  queste  relazioni  fra  le  linee  di  curvatura  e  sono  anche  utili  nella  ricerca  di  proprietà 
delle  superficie  a  linee  di  curvatura  piane  o  sferiche. 


')  Journal  fùr  die  rejne  und  angewandte  Mathematik,  t.  XXX  (1S46Ì,  p.  547. 

")  Comptes  rendus  des  sèances  de  l'Acadcmie  des  Sciences,  t.  XXXVI  (1853). — Journal  de  l'École 
Polvtechnique,  Cahier  XXXV   1853).  —  Journal  de  Mathéniatiques  pures  et  appliquées,  t.  XVIII  (1853). 

***)  Il  sig.  BoN'KET  ha  però  considerato  anche  il  caso  delle  superficie  nelle  quali  le  linee  di  cun'a- 
tura  di  un  solo  sistema  sono  piane  o  sferiche. 
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2.  Sieno  .V,  y,  i^  le  coordinate  di  un  punto  di  una  superficie,  le  quali  si  ritengano 
funzioni  di  due  variabili  indipendenti  /(,  v.  Posto 

(0    ■ 

,  _ày  di       dy  è  :^         ,  _  8  ;;:  5^  _  5^  3a:        ^  __  d  x  d  y  _    d.x  d  y 

Wudv~~dvdii'  d  II  dv       dv  d  11'  dn  dv        dv  dii^ 


se  le  linee  11  =  cost.,  v  =1  cost.  sono  linee  di  curvatura  della  superficie,  si  hanno  le 
(2) 


j/^  +  5/|-+c/^  =  o, 
dudv  d iidv    '        dtidv 


dxdx       d  y  d  y    .d^dl 

d  u  d  V       d  II  d  V    '    d  i(  d  V  ' 


ma  dalle  (i)  si  deducono  le 


j_dE_dx    d'x  dy    d'y          d  i_    d\ 

2   dv        d  u  d  n  d  V  è  II  d  u  d  V  '^  d  II  dudv' 

1  d  G dx    d'  X  d  y    d' y  .    ò  ^.    d\ 

2  dii         d V  d  II d V  '    dv  dudv       dv  dudv' 


per  le  quali  e  per  la  prima   delle  (2)  risultano 


d' X  I    dEdx  I     dGdx 


dii  d V        2E  dv  d II    '    2  G  dii  d v  ' 

,^  ]       d' y     idEdy^^idGdy 

'^  *     dudv        2  E  d  v  d  II        2  G  d  II  d  V  ' 

8'-     I     dEd:^.      I     dGdi 

dudv        2 E  dv  dii        2  G  du  dv' 

Si  indichino  con  u,  h,  e  i  coseni  degli  angoli  che  la  normale  alla  superficie  al  punto 
di  coordinate  x,  y,  ^  forma  coi  tre  assi,  e  con  R^^ ,  i?„  i  raggi  di  curvatura  della  su- 
perficie corrispondenti  alle  lince  u  =  cost.,  v  =  cost.   Dalle  relazioni  *)  : 

da  I    8 X        db 1   d y        de L  ^_^ 

dv'^~ird^''      dv~^irdT>'      d^'"  ^^,dT>' 

\    da  _  1   dx       5/;_ L^        ^ i    d  ^ 

{    dTi.~  ^  Xd^i'      dTi~~  "  X.^<'      ^~        K^"' 


•)  IXVIII,  pp.  ii;-i22  (p.  121)]. 
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si  deducono  le  due  seguenti  *): 

2  R^  \'E  d  V        \r  j  '  2  i?„  \'G  à  u  \~^)  ; 

che,  ponendo  per  brevità 
,  X  I       dE  I       BG       ,       i/V       .,      Y^T^ 

diventano  : 

(6)  =  w  A  =  e  .U, 


alle  quali  possiamo  aggiungere  la  formola  di  Gauss  : 

do)        db 
dv    '    d II' 


(7)     -  -MA=-^  + 


3.  Le  linee  v  =  cost.  sieno  piane,  ed 

/  .V  -\-  IH  y  -\-  -,1  ~  ^^  o 

(dove  /,  m,  n,  o  sono  funzioni  di  v  ed  /'  -|-  ;»'  -j-  ;r  ^  i)  sia  la  equazione   di    uno 
qualunque  dei  piani  di  quelle  linee.  Si  avranno  evidentemente   le 

, 5 .V    .       5  V    .       òr 
d  H  o  ;;  a  // 

d"  d/(  a;/ 

delle  quali  la  prima,  osservando  le  (4),  conduce  alla 

/ a  -\-  m ['  -\-  ne  =^  cos  i  (v) 

\IE 
(teorema  del  Joachimsthal);  e,  ponendo  per  brevità  k  = r,  si  deducono   dalle  due 

le  seguenti  : 

—  ^  A- (m e  —  nh),         ~  ^  ì; (na  —  / e) ,         ~  ^  k(lb  —  m a) . 

du  ^  ^  OH  OH 


*)  Vedi  la  Nota  del  prof.  Codazzi  :  Intorno  alle  superficie  le  quali  deformandosi  ritengono  le  stesse 
linee  di  curvatura.  [Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche,  t.  VII  (1856),  p.  410]. 


BRioscHi,    tomo  I. 
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Quindi  : 

d  11^       d  n 


le  quali,  molriplicate  ordinatamente  per 


dx       d  y  d  ::ì 

dv'      dv'  dv 
e  sommate,  danno  la 

I       dE  coi<l 

2E]G  di'  ~  R.^.    ' 

ossia,  per  le  denominazioni  superiori, 

(8)  w  =  iWcoti(0; 

ed  analogamente  sari 

(8')  ■  e  =  A\-ot;(») 

se  le  linee  u  =  cost.  sono  piane.  Reciprocamente,  se  per  le  linee  di  curvatura  v  =  cost., 

;(  =  cost.  sussistono  le  equazioni  (8),  (8'),  le  linee  stesse  sono  piane.  Infatti,  indicando 

con  a^, ,  r,,  per  le  linee  v  =^  cost.  l'angolo  compreso  dalla  perpendicolare  al  piano  del 

circolo  osculatore  e  dalla  normale  alla  superficie,  ed  il  raggio  del  circolo  osculatore,  si 

hanno  le 

I        dE cosa.  I    sena,, 

quindi  la  (8)  diventa 

cot  a,,  =  cot  ò  (v) , 

cioè  le  linee  di  curvatura  v  =  cost.  sono  linee  piane. 
Le  linee  v  =  cost.  sieno  sieriche  ed 

(essendo  a,  S,  y,  r  funzioni  di  v)  sia  l'equazione  di  una  delle  sfere.  Si  avranno  le 

dx    ,    ,  d y    ,      d  :ì 
OH  an    '      óti 

la  prima  delle  quali  per  la  (4)  dà 

(.V  -  a)  a  +  (y  _  '^)  /;  +  (-  _  y)  e  =  r  cos  p  {v) , 


INTORNO    AD   ALCUNE    PROPRIETÀ    DELLE   SUPERFiaE,   ETC.  267 

ed  operando  come  superiormente  giungesi  alla 

(9)  "  =  —^A-,  +  i^^  >--ot  ?  (0  ; 

^^  rsen  p(i')  ^  ^  /  > 

ed  analogamente,  se  le  linee  u  =  cost.  sono  sferiche,  si  ha  la  relazione 

(9')  ^  = ^  '^  ,  V  +  A'  cot  :  (n) , 

nella  quale  '',,?,  sono  funzioni  della  sola  ;/.  Reciprocamente,  sussistendo  le  equazioni 
(9),  (9')  per  le  Unee  di  curvatura  v  =  cost.,  ii  =  cost.,  le  linee  medesime  sono 
sferiche. 

Le  formole  (3),  (6),  (7),  (S)-(8'),  (9)-(9')  sono  le  annunciate  al  n°  i. 

4.  È  noto  che,  se  una  linea  di  curvatura  di  una  superficie  è  geodetica,  essa  è  piana. 
Non  credo  osservata  la  seguente  proprietà  :  Se  una  lima  di  curvatura  di  una  superficie 
è  fra  quelle  che  racchiudono  massima  0  minima  area  fra  le  isoperimetre  *),  essa  è  sferica. 
Infatti,  se  con  g  indicasi  il  raggio  di  curvatura  della  linea,  con  a  l'angolo  compreso 
fra  esso  e  h.  normale  alla  superficie,  con  /;  l'angolo  di  torsione  della  linea,  si  hanno  le 

sen  a           i 
h    —  a    =0,  =  , 

g  "' 

essendo  m  costante;  nella  prima  delle  quali  è  espressa  la  proprietà  dell'essere  la  linea 
una  linea  di  curvatura  della  superficie,  nella  seconda  di  esser  la  linea  stessa  una  didonia.- 
Ora  questa  seconda  equazione  dà 


1  m' 
e  quindi  per  quella  linea  sarà 


I  in-  —  f 

proprietà  caratteristica  delle  linee  sferiche.  La  linea  sarebbe  tracciabile  sulla  sfera  di 
raggio  m,  ed  indicando  con  R  il  raggio  di  massima  o  di  minima  curvatura  corrispon- 
dente a  quella  linea  si  ha  la  relazione  : 


1    1  I 

m'  ~  g'         R' 


*)  Il  sig.  H.\MiLTON-  ha  proposto  di  denominare  queste  linee  «Didonie»  {Lictiires  on  OiiaUrnions, 
p.  582). 


2é8  INTORNO    AD    ALCUNE    PROPRIETÀ    DELLE    SUPERFICIE,    ETC. 

È  noto  che,  se  la  linea  v  =  cost.  è  geodetica,  si  ha 

dE 

av 

e  se  la  linea  medesima  è  una  didonia 

I  dE  y. 


2E\'G  d-" 


le  (8),  (9)  dimostrano  che,  se  quella  linea  è  anche  di  curvatura,  si  ha  in  generale  nel 
primo  caso  ^(y)  =  -^,  e  nel    secondo  p  (y)  =  ^  [formole  (8),  (9)]. 

5.  Ciò  premesso,  passiamo  a  considerare  le  superficie  per  le  quali  le  Unee  di  una 
curvatura  sono  geodetiche.  Vedremo  come  questo  caso  conduce  ad  alcune  delle  super- 
ficie già  trovate  dai  signori  Bonnet  e  Serret.    Le  linee  di  curvatura  v  ^  cost.  sieno 

è  E 
geodetiche,  quindi  -^  =  o,  oj  =  0;  le  (3)  integrate  danno  : 

^^  fG^^  VG^'v  YG^^ 

essendo  /'  -j-  nr  -\-  ir  =  1;  e  dalla  prima  delle  (6)  si  ha 

dM 

cioè  il  raggio  R.,,  che  è  anche  il  raggio  del  circolo  osculatore  delle  Hnee  v  =  cost., 
indipendente  dalla  variabile  v.  Le  (io)  dimostrano  che  le  tangenti  alle  linee /(  =  cost., 
in  punti  situati  sopra  una  stessa  Hnea  v  =  cost.,  sono  parallele.  Dalle  (io)  si  ha: 

/  -=—  -f  ;;;  -^  +  «  3^  =  0 , 
ó  n  d  II  d  n 

ed  integrando 

(11)  /.t+ wy  4- «;:  =  <?  (!•), 

equazione  di  uno  qualunque  dei  piani  delle  Lnee  v  =  cost. 
Dalla  seconda  delle  (6)  e  dalla  (7)  si  ha  in  questo  caso 

dn  àu 

e  quindi 

(12)  N^  +  e^^C-^f)- 
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Pongasi 

(i  3)  0  =  A'  cot  r,  ; 

si  hanno  le 


0  =  l  (v)  cos  T, ,  A'  =  ^  (x.)  sen  r.,  |^  =  M , 

,  ,     dM  dE 

ed  essendo  -^^  =  o,  ^-—  =  o,  si  otterrà: 

(14)  •  r=fO')  +  F(v),     il- =  7  00; 
per  le  quali  : 

TjTf  H  =  ^(-^•)?(")^o^[/(")  +  f  e^o]. 

(15)  l'G=  i:(t')[cos  F('^')  f']0')^O5jln)c!ii  —  scn  f  (i')  /",;(;/)  scn/(/0  </ /']  +  '/'(t')- 

Determinato  in  questo  modo  il  valore  di  y'G,  le  (io)  daranno  quelli  di  .v,  v,  ;:;;  in 
funzione  di  u,  v,  alcune  delle  funzioni  arbitrarie  prendendo  valori  particolari  dietro  le 
condizioni  del  problema.  Accenniamo  brevemente  a  quattro  famiglie  di  superficie  cono- 
sciute dotate  della  proprietà  qui  considerata. 

1°  o  ^  o,  w  =  o.  I  piani  delle  linee  v  =:  cost.  passano  tutti  per  l'asse  della  :^.  Le 
equazioni  (io)  danno 

dalle  quali,  eliminando  //, 

cioè  le  superficie  sono  di  rotazione. 

2°  9^0.  I  piani  delle  linee  v  =  cost.,  passano  per  uno  stesso  punto.  Le  (io),  in 
causa  della  (n),  danno  la 

cioè  le  linee  ti  =  cost.  sono  simate  sopra  sfere  concentriche.  Questo  caso  coincide  con 
quello  discusso  dal  Bowet  al  n°  2  della  parte  terza  della  sua  Memoria  [Journal  de 
l'École  Polytechnique,  cahier  XXXV  (1853),  p.  238]  e  dal  Serret  al  n°  3  della  seconda 
parte  della  sua  Memoria  [Journal  de  Mathématiques  pures  et  appUqués,  t.  XVIII  (1853), 

P-  134]- 

3°  /,  m,   ti  costanti,   ossia  i  piani    delle    Unee  v  =  cost.  sono   paralleU    fra   loro. 

La  (11)  dà 

dv  a  V  dv 

quindi 

G  =  ?'^(tO> 
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e  le  linee  u  =  cost.  sono  anch'esse  geodetiche.  Le  superfìcie  che  corrispondono  a  questo 
caso  sono  perciò  sviluppabili. 

4°  Sia  F{y)  ■=  o,  cioè  suppongasi  r,  =f(ii).  La  (13)  dà 

0  =  Ncotf(u), 

la  quale,  posta  a  confronto  colla  (8'),  dimostra  essere  le  linee  del  secondo  sistema 
u  =  cost.  piane,  ed  essere  /(«O  l'angolo  costante  compreso  dal  piano  della  linea  e 
dal  piano  tangente  la  superficie  in  un  punto  qualunque  di  essa  linea.  Sia 

-vK")  +  }T-(")  +  r'('0  =  K'0 

l'equazione  di  uno  dei  piani  delle  linee  n  :=  cost.;  essendo 

dv  av         dv 

si  avrà,  pei  valori  (io), 

/  A  -j-  m  '1.  -|-  «  V  =  o , 

per  soddisfare  alla  quale  le  \,  \>-,  v  dovranno  essere  costanti.  Le  linee  di  curvamra 
M  =  cost.  saranno  perciò  situate  in  piani  paralleli,  e  le  superficie  che  corrispondono  a 
questo  caso  sono  quindi  quelle  già  considerate  da  Monge  (Application  de  l'Analyse,  ecc., 
p.   161). 

6.  Considero  ora  le  superficie  nelle  quali  le  linee  v  ^  cost.  di  una  curvatura  sono 

linee  didonie.  Si  ha 

I        dE I 

2EVO  àv  ~  ;•(:■)■ 

Le  forinole  (3)  danno 

I       d' X     I    d .V  I        d  Gd x 

YG  diìdv  ~    r   3  »        2  G  fG  du  dv'     '  '  '  ' 

le  quali  integrate  conducono  alle 

1    dx  I   p  ,  .-, 

(■0  {  7^ai  =  -f^-^(^')]' 


/G< 
e  queste,  quadrate  e  sommate,  alla 

(i 7)  (-v  -  -0^  +  (}■  -  P)=  +  (i- iT  =  '■' ' 
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equazione  delle  superficie  sferiche  sulle  quali  sono  situate  le  linee  di  curvatura  di  quel 
sistema.  Considereremo  un  solo  caso  il  quale  conduce  ad  una  famiglia  di  superficie  già 
conosciute. 

Sieno  a  =  o,  p  =  o,  cioè  i  centri  delle  sfere  sieno  sull'asse  delle  -,  retta  qualsi- 
voglia. Le  prime  due  equazioni  (i6j  dàiino 

_i_  dA-  _  _i_  dj  _  l'G"  ^    I    ^-^ 

e  quindi 

x  =  ym(ii'),         X  =  p(n)in(ii)]'E,        y  =  p(u)\'E; 

e  le  linee  /(  =  cost.  sono  situate  in  piani  passanti  per  l'asse  della  :(.  Le  superficie  cor- 
rispondenti a  questo  caso  sono  perciò  quelle  considerate  dal  sig.  Joachimsthal.  Sosti- 
tuendo i  valori  trovati  per  x,  y  nella  (17)  si  ha: 

pX'0«x»)£"+(v-Ty  =  '-% 

essendo  11'  (;<)  ^  i  -|-  m^  (h);  per  cui,  ponendo 

P  (")  «  («)  V^  =  y  «  ('0  =  (\  —  V)  tang  •/) , 

si  ha  facilmente  per  le  (16): 

I  1/  Y I     d  n 

r   dv        sen  r,  d  v  ' 
da  cui 

r  f^'^d'l 

■r,  =  2  ang  tang  Iq  (u)  e'  '  ''"    J  ; 

la  quale  conduce  ai  noti  valori  di  .v,  y,  :^  in  funzione  di  /(  e  di  v. 
Pavia,  agosto  1857. 


Osservazioxe.  —  In  una  Nota  pubblicata  di  recente  nel  «  Giornale  dell'L  R.  Istituto 
Lombardo»,  t.  IX  (1856),  p.  397,  il  prof.  Mainardi,  applicando  alcune  sue  formole  aUa 
ricerca  delle  superficie  di  cui  le  linee  di  curvatura  sono  geodetiche,  giunse  ad  un  risul- 
tato che  è  in  contraddizione  col  superiore.  Ciò  dipende  dall'avere  l'Autore  dedono  il 
proprio  risuhato  dal  decomporre  in  due  fattori  una  equazione,  la  quale,  conveniente- 
mente modificata,  essendo  identica,  non  dà  luogo,  in  questo  aiso,  a  conseguenza  veruna. 
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Colgo  quest'occasione  per  osservare  anche  che  tutti  gli  Autori,  i  quali  si  occupa- 
rono di  superficie  di  cui  le  linee  di  curvatura  hanno  proprietà  speciali,  trattando  delle 
superficie  per  le  quali  le  linee  di  una  curvatura  sono  situate  in  piani  passanti  per  una 
retta,  dichiarano  che  alcune  equazioni  che  le  determinano  furono  date  scii::^a  dimostra- 
zione dal  sig.  JoACHiMSTHAL  *).  Ora  questo  distinto  geometra,  in  un  lavoro  intitolato 
«  Mémoire  sur  les  snrfaccs  courbcs  »,  pubblicato  a  Berlino  in  un  programma  scola- 
stico (1848)1  non  solo  ha  dato  una  bella  dimostrazione  di  quelle  equazioni,  ma  ha 
anche  mostrato  come  da  esse  si  potevano  dedurre  le  seguenti  interessanti  proprietà  delle 
superficie  medesime  : 

1°  Le  linee  di  curvatura  dell'altro  sistema  sono  sferiche. 

2°  I  centri  di  tutte  le  sfere  sono  sulla  retta  comune  a  tutti  i  piani  delle  curve  del 
primo  sistema. 

3°  La  superficie  sviluppabile  circoscritta  alla  superficie  secondo  una  linea  di  curva- 
tura del  secondo  sistema  è  una  superficie  conica. 

4°  Il  vertice  di  questa  coincide  col  centro  della  sfera  sulla  quale  è  situata  la  linea 
di  curvatura  lungo  la  quale  ha  luogo  il  contatto. 

Ottobre   iSjy. 

fC,  G.]. 


*)  Journal  fùr  diu  rcinc  iind  angcw.iiultc  Mithcmatik,  t.  XXK  (1846),  p.   547. 


XLI. 


SULLO  SVILUPPO  DI  UN  DETERMINANTE. 


Aìinali  di  Matematica  pura  e<l  applicata,  serie  I,  tomo  1  (iSjS),  pp.  y-i 


Posto  per  brevità  : 


si  ha  facilmente  che  il  determinante 


A  = 


è  uguale  a 

(0 

essendo 


?  G^-)  =  G^-  -  •v.)Gv  -  -vj  . . .  G^-  -  -v,,.) 


ed  il  simbolo  n(a_,  a,,  ...  a,,)  indicando  il  prodotto    delle    differenze   delle    quantità 


ll(a,,  a,,  . .  .  aj  =  («,  —  a,)(rt.^  —  a J  ...  (a„  —  fl„_,)(a„_,  -  «,)  .  .  .  (rt,  —  a,). 
Ora,  supponendo 

P(.v)  =  (.v-OGv-'0  •••  Gv-O. 
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si  hanno  le  relazioni  : 

?(^,)?0'J  •  •  •  ?0^,)  =  ^(-v,)P(-vJ  .  .  .   P(-v„,), 

dunque  si  avrà  anche 

^  ^  ^  ^    ^  "^OO^C^J  •  •  •  KOP(^)P(--J  ■  •  •  P(-^J  ■ 

Per  ottenere  di  sviluppi  dei  determinanti  parziali  ^r ,  -^^ —  osserviamo  che: 

da^/    da,  ^ 

(   4^  =  (—!)'    ["   ,  ^•^,  ,  +  •••  + '^  ,   ,^^      ,+'^<^,-^,,^,  +  -+''  ,  ^     1, 

1        ^  „  \  y        L     r,  1         f  ,1       1  I  f  .i  — I         r,i— 1       I  I  ,i  +  l         r,s-*-i       É  I  r,2ii        r,2iij  > 

/    4^  =  (— 0'"T='-      .t/     +... +  a         ^         +7.         .^         +•••  +  «       A      1, 


(')     .    BA 


essendo  ^,  , ,  ^'^, , ,  •■■  determinanti  del  2  (« —  i)'""  ordine  analoghi   all'^.  Quindi  pel 
valore  (i)  di  quest'ultimo  determinante  si  avrà: 

nelle  quali  : 


H-v)  ,,,.„    ?(-v) 


Ora,  ponendo 

A-(,)-    ''W 


SI  ha  : 

ZOO .  •  •  /^0',_,)f  0'..) . . .  f  0^.)  =  ^^^^'■^•••^^^Vc^f-^'"'^'^'"^' 

inoltre  : 

H  (-v, ,  •  ■  •  -v.-, ,  -v, ,, ,  . . .  x,_, ,  a;^,  ,  .  . .  .v.J'VC.v,)  /    . 

=  (_  i)—  II  (.V      .V      ...  .V          V      ,  ...  X   )    S           ' 

V                 -^                    \      I  '           2  '  J  — 1  >          j-t-i   »      •    *    *           2»/       ■* 

Il  (.V, ,  .  .  .  .v,_, ,  .v,^., ,  .  .  .  .v,._, ,  .V,,, ,  .  .  .  .v.JVC.v.)  ) 
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quindi  : 

Sostituendo  questo  valore  nella  prima  delle  (3),  osservando  essere 

SI  ottiene  : 

^^r_,y-'  "'  ("■  '  •  •  •  «r-  ,  «.*, ,  •  ■  •  O  11 G^  ,  V, ,  . . .  A-,_. ,  x,^, ,  . . .  x^„)  F^ 

ed  analogamente  : 

^^r..  ^    ^  ^x«.)--- 4'^  («._,) '^'X'O-.-'i'XO         Irò  a; 

Queste  espressioni  dei  determinanti  parziali      '    ,  -^ si  ponno  trasformare  come  si  è 

fatto  superiormente  pel  determinante  A;  infatti,  osservando  che 

4(«,)4W  ...  4(„„)  =  (-■)■.?(■«.)  ...  ''(.v,„)P{.v,^.)  ...  P(.vJ, 
dalle  superiori  si  dedurranno  le  seguenti  : 

i    d^  ^r      ,y  P'X^,)P'X^Ù  -  P'X^l.)  II(.v.,  ■■■  A- _.,  .v ,„  ...  .vj  HO 

5  -V,    ^    ^     H^J'K^J  -  KO    ■  P(^.)  -  -PGv,_,)P(-v,_.) ...  P(x,j  ■  P'Xa;) 
(4)  -^ 

Pa\'ia,  Ottobre  1857. 

[L.]. 


XLII. 
SULLE  FUNZIONI  ABELIANE  COMPLETE  DI  PRIMA  E  SECONDA  SPECIE. 


Annali  dì  ?fatematica  pura  fd  applicata,  serie  I,  ttimo  1  (1858),  pp.   12-18. 


I.  Siano  a,,  a^,  ...  a.„^,,  2  k -j-  i   numeri  reali,  differenti  fra  loro,  e  tali  che 

a,  <  a,  <'?;<•••   <  '^,,  <  '',„+,  • 
Posto 

P(,-)  =  (,-_.,)(.v-.^)  ...  (.v-.^„_.), 

(2  (a)  =  ^(.v  -  <7j(.v  -  a;)  .  .  .  (.X-  -  aj(x  -  a,„^.), 

i?(.v)  =  P(.v)0(.v), 

essendo  A  un  numero  positivo,  si  denomineranno  funzioni  Abeliane  complete  di  prin:a 
specie  *)  gli  integrali  definiti  : 


*)  J.\COBl,  Di  fiinctionibus  duaium  vuriabilium  ijuadruplicitir  pcriotUcis,  quibus  thcoria  transcen- 
àentium  Ahdìanarum  innitilur  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XIII  (1835), 
PP-  55-78  (p.  76)]. — \Veierstr.\ss,  Beitrag  x."''  Theoric  iler  AhEi-'siìun  Integrale  (Programma  scolasi, 
di  Braunsberg,  1849);  Zur  Theorie  der  Abel'k/jìk  Functioncn  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte 
Mathematik,  XLVII  (1854),  pp.  289-306  (p.  293).  —  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
t.  XIX  (1854),  pp-  257-278  (p.  262)]. 
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e  funzioni  Abeliane  complete  di  seconda  specie  gli 


Supponendo  inoltre 


■e 


dx. 


/.  ,= 


'    Q{a^,_:) 


2  P 


^) 


jx 


(0 


(nelle   quali  ;  =  Y —  i),  e 

f  ^:.  =  /„,  +  u.  +  ••■  +'....' 

saranno  /^  ^ ,  L[  ^  le  funzioni  Abeliane  complete  di  prima  e  seconda  specie    a    moduli 
completivi. 

Questi  integrali  definiti  si  renderanno  determinati  ritenendo  che,  allorquando  x  è 
compreso  fra  </,„  ed  rt,,,^_ ,  sia 


in  modo  che  la  quantità  sotto  il  segno  radicale  risulti  sempre  positiva. 

Provasi  facilmente  che  nel  caso  di  ;/  =  i,  cioè  delle  funzioni    ellittiche,  supposto 

si  hanno  le 


a,  —II, 


per  cui  la  relazione  di  Legendre, 


A'£'-A"(A' -/:-)  =  —, 


prende  la   torma  : 


K..L:.  —  K'L. 


1.1       1,1 


■K 
2 


2.  Consideriamo  dapprima  l'integrale  multiplo  : 

A'        I,, 


A  = 


•  A'„„    Z.,„. 


^1,1      ^,1     •  •  •  ^,,.1     /„.i 


/'■.,.,      /i,„ 


A'       L 

}I,U  II,  ti 

k        I 

II, U  H,I( 
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Indicando  con  A  il  determinante 


a  a 

1,1         1,1 


«...       ==... 


''„,,       ='„,. 


.  a 


nel  quale 


a  a        .  .  .  il  7. 

l,2n  1,211  ii,2tJ  «,2K 


«.   ,     = 


.V.  —  a 


si  avrà,  ran:mentando  la  convenzione  fotta  intorno  ai  segni  dei  radicali,  che 


essendo 


-    /.,  .A2  J^2„  •   1  (-  I )"  ^  (vj  i?  (a- J  .  .  .  i^  (xj 


Q  = 


Q(^,)Q(^0  ••■  Q(«_,) 


Quindi,  ponendo 


9(.v)  =  (.v-.v,)(-v-.v.)  ■••  (-v-.vj, 


si  avrà,  pel    valore   di    A    trovato    nella    Nota    precedente    [XLI,  pp.  273-275,    equa- 
zione (2)]  : 

Introduciamo   ora  le  2h-|~  i  variabili  _yj ,  }', ,  ...  _y,„^,  legate  alle  .v^,  .\-^,  .  . .  x^^^  dalle 
equazioni  : 


Jr 


R'(^.) 


e  quindi  legate  fra  loro  dalla 

Questa  nota  trasformazione  *)  conduce  alla  relazione 


•)  Aus^ug  mehrerer  Schrcihcn  dcs  Dr.  Rosenh.\in  iin  Hcrrn  Professor  Jacobi  ithcr  die  hypcrd- 
UpHschen  Transcendenten  [Journal  tur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XL  (i8jO),  p.  319J. — 
Jacobi,  Malhematische   Werke,  t.  II,  p.  308. 
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n .V  Pd X, . . .  r-d A, , "^--'-y---) 

,/..     \L    ■   X.,      "?(0?('^,)---?(«.„-)^(-i)"-^W---^(O 

~   P  vS-'  .  . .  y'      y 

essendo  i  limiti  per  TiutegraL'  multiplo  del  secondo  membro  tutti  i  valori  positivi  delle 
y^,  y^,  ...  y^,,  ^^'^^  soddisfano  l'equazione  (2).  Se  ora  osserviamo  essere 


si  avrà  sostituendo  che 

3.  Le  trasformazioni  mediante  le  quali  abbiamo  sopra  ottenuto  il  valore  del  deter- 
minante A  valgono  anche  a  determinare  quelli  dei  determinanti   parziali  : 

di  d\  di  d\ 

^'^■'  dK^/      ^'  ~dL;/       d/,/ 

Infatti  si  hanno  le 


8A          i"    „  r'"'-"  P(a-)-..P(a-.  JP(a-J...P(x,,)      dJ     ,        ,        ,         , 
=r^— =-i7nrrQ  /  . dx,...d.\\,  Jx,,...dx 


^K      2—  V  ^;?(^.j ...  P(x_ Jie(A-,J ...  i?(A-,„)  a^',.-.   ■  ■ 

Ó/,.,  '-  ^J  t^PGv,)...P(A,,_,)P(A-,,._,)...A'(A-,„)5^„=>         '  "-'        ""'  "■ 


ritenendo  sempre  le  variabili  x^,  x,,  ...  comprese  fra  a^  ed  rt, ,  (/,  ed  a.,  ecc.;  e  so- 

d  A         d  A 

stituendo  in  esse  per  -^ ,  ^ ,  ecc.  i  loro  valori  trovati  nella  Nota  precedente 

[XLI,  pp.  273-275,  equazioni  (4)],  giungiamo  facilmente  alle 
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dA' 


8  A 


nelle  quali 


e  (]/  (.r)  ^  —     \ —  nella  prima  e  terza,  ed    =  nella  seconda  e  quarta. 


Quindi,  posto 


S{x-)^-^^,      i(.v)-     "'^''^ 


X  —  a,,,  X  —  A-_,. 

la  ricerca  dei  valori  degli  integrali  definiti  (4)  riducesi  a  quella  dei  due  : 

r^r   r""ì.    r'^'dr     r--,.     n(.v.,...x_„x„,^„...xj      i  /';o^,,_.)y 

U.      ■■•■i„,_.       '"-i,,..      '"^'-i.,         -^YS(.v.)...5(.,„_.)S(x,„.,)...S(x.„)  lAKOV^'X-.-.)  I.:-.  ' 

F  =  r\...  r-dx   r-dx .....  r^-^v.,  ,j^-'--"->----"-)    ife-^. 

'"    J..  J.„,_.  V.„,..  J..,  »if 5(A-,)...S(x„,_.)5(x_,)...S(x,„)  ri(^J 

Se  sopra  questi  integrali  eseguiamo  la  prima  trasformazione  accennati!  sopra,  ponendo 

ed  osserviamo  che  dalle  equazioni 


2r— 1 


si  deducono  le  due 
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nelle  quali 


a     —  ir 


potremo  sugli  integrali  cosi  trasformati  operare  una  seconda  trasformazione,  della  quale 
diede  varj  esempj  Jacob:  al  capo  IV°  della  sua  Memoria:  «  De  binis  qiiilnislibet  fitnctio- 
nibus  homogciicis  seaiiuli  onliiiisn,  ecc.  *).  Perciò  daremo  qui  soltanto  i  risultati  dell'inte- 
grazione, non  presentando  essa  difficoltà  dopo  le  considerazioni  superiori. 

4.  Questi  risultati,  posti  sotto  la  forma  più  opportuna  per  le  conseguenze  che  vo- 
gliamo dedurne,  sono  i  seguenti  : 

/    5  A  dS 


(5) 


dK. 


dK 


di 


ds. 


(     5  A-,/     dk 
Indichiamo  ora  con   v  il  determinante 

A',.,     i„,  .  •  .  A-„„     L, 
K:  .     L'  .  .  .  .  K' .     L' 


A',  „  i,  „  .  .  .  A' A„ 

A"  I'     .  .  .  A"  L 

l,»i               i,ìi                             11.11  1. 

si  otterranno  facilmente  per  le  (i)  le  relazioni: 


1,1         1.1 


òk:. 


BK,: 


d\ 


■  •      1 


dkj     ÒLI,   '   dL[, 
quindi  dalle  equazioni  (3),  (3)  si  dedurranno  le 


I     dy  _d\ 


(7) 


àK. 


*)  Journ.il  fùr  die  reìnc  und  .mgcwandtc  M.ithcniatik.  t.  XII  (1854'),  pp.   1-69  (p.  60). 
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e  siccome  alle  due  penultime,  essendo  per  le  (i)  : 

i,-.  =  LI-,  -  l:.< 

si  ponno  sostituire  le 

ai; 

si  avranno  anche  le 


--8|3^  =  -(i)">;„-A-:„_,), 


Le  equazioni  (6),  (7)  danno  origine  alla  seguente  : 


ossia  ; 


Analogamente  si  ottengono  da  quelle  equazioni  le 

n 

I 
« 

e  dalle  (6),  (8)  la 

J(A';,i;,„  — A';,„r,)  =  o. 

Sono  queste  le  11(211  —  i)  relazioni  Ira  le  funzioni  Abeliane  complete  di  prima  e  se- 
conda specie,  già  dimostrate  con  altri  principj  dal  sig.  Weierstrass  nel  programma 
scolastico  succitato  e  dal  medesimo  riportate  nella  Memoria  :  «  Ziir  Tbeorie  der  ABEt'schen 
Functioiien  »  *).  Ora  siccome  dalla  prima,  seconda  e  quarta   delle  equazioni    superiori 


•)  Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XLVII  (1854),  pp.  289-506  (p.  502). 
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deducesi  facilmente  essere  : 

evidentemente  queste  due  equazioni  terranno  luogo  delle  (7);  le  «(2h  —  i)  relazioni 
suddette  si  potranno  ritenere  quali  conseguenze  delle  equazioni  (6),  (7),  (9),  e  reci- 
procamente. 

La  considerazione  di  queste  ultime  equazioni  conduce  a  trovare  altre  ?;(2«— i) 
relazioni,  fra  le  funzioni  Abeliane  complete,  di  torma  differente  dalle  superiori  del  signor 
Weierstrass.  Infatti,  essendo 

le  seconde  equazioni  (7),  (9)  danno  : 

I 

ed  analogamente  : 

1 
oltre  le  quali  si  hanno  le  due  : 

1 

K 

Vr/v    L'    _  A"  L   )  =  —. 

1 

Le   — ^^ relazioni  (io)  sono  di  molta  importanza  essendo  fra  sole  funzioni 

Abeliane  complete  di  prima  specie  e  le  loro  completive,  come  pure  le  (11)  riguardo  a 
quelle  di  seconda  specie. 

P.ivia,  ottobre  1857. 

[L.]. 


XLIII. 
SOPRA  ALCUNE  PROPRIETÀ  DELLE  FUNZIONI  ABELIANE. 


Annati  di  Matt^ìnatica  pura  fd  appUcattt,  serie  I,  tomo  I  (1S5S),  pp.  20-32. 


I.  Le  il  variabili  .v^ ,  .v, ,  ...  .v_^  sieno  legate  ad  altrettante  h,,  ii^,  ...  h_^,  dalle 
equazioni  : 

^i  ,  ^«'  (-v.-0?'(-v,) 

nelle  quau 

?(-v)  =  (-v-.v.)(.v--vJ...   (.V-.V,.), 

le   U^,  U,,  . ..  sono    funzioni  delle  ?(,,  //,,  ...  /(„;  ed   indicando   con   a^,a^,  ...  iZj„_, 
2  II  -^  I   quantità  costanti  differenti  fra  loro,  e  con  A   una    funzione    delle    medesime, 

R  (.v)  =  J  (.V  -  a,)  (x  -  aj  .  •  .  (x  -  «,„^,) . 
Posto 

A  (.v)  =  1  1(7),         5  (.v)  =  (.V  -  aj  (.V  -aX 

essendo  vi,  s  due  numeri  della  serie  i,  2,  ...  2n  -\-  i,  trattasi  di  derivare  rispetto  ad 
K^  la  espressione  : 

2.  Supponiamo    dapprima    che  i  numeri    ;;;,  s  ed  r    sieno   differenti    tra   loro.    Si 
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osservi  che 

^-^  dn^  V5(.v,)?'(.vj;  -  5(.v. )  a»,  \o'(a- );        9'(-v.)5X-05»/ 

Ora 

-  (    ^    \  =     ^       I        ^^. 


ma 

a 
a 

dunque  si  avrà: 


a 
a 


?  /A(.v.)\_  a  /A(.v.)\a.v,     AQvjr    i aA-  ,      ^     '^-^.■"1 

«  A?^^.)/  ~  d -V.  V?'(-v.)/  a  «,  ^  ?'(-v;)  L-v.  -  -V.  a  «,  ^  •  •  •  ^  -r.  -  ^„  a  «  J  ' 

e  per  la  (i)  : 

aHA?'Cv.);-  ^'/.v,  _„^a.vA?'^Gv,)/ 

^  " ?w L(-v.  -  -vj  (-V.  -  «,)?'(-vj ^  ■  ■  ■  ^  (A-,  -  -v„) (-v„  -  «,.)?'(^-„)J^ ■ 

Sostituendo  questa  espressione  nella  (2),  si  ottiene  : 


essendo 


■  ~    5Gv.)?'Gv.)L(^-.  -  -^-JGv.  -  0?'GvJ ^  •  ■  ■  ^  Gs  -  ^-JGv,,  -  '^.)?'(^-jJ 

ed 

i.Gv)  =  SGv)Gv-0- 


La  equazione  (3)  riducesi  facilmente  alla  seguente  : 

I     à    (      A(a-.)      \ 

L/,a»A5G\)?'G^-,)/ 

ovvero,  osservando   essere 

5(.v)  -  (.V  -  a,)SXx)  -  0',  -  '^„)G'.  -  'O  -  Gv  -  «,y . 
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aUa 

_L    d    i      A(.v.) 
U.d 


d: 


-V.  U(-\)?'X-v,)  j  +  ^  '  '"^^  '  '^  iX-v.)?'Xv.)        SX.v,)?'=(.v.)  +  -^.  • 

Analogamente,  ponendo 

-  ~     5(.vj9'(.vjL(v.  -  -v.)(-v.  -  '^.)?'(v,)  ^  ■  ■  "  ^  (-V,  -  .v„)(.v„  -  ''.)?'(-vjJ  ' 


si  otterrebbe  : 


e  cosi  altre  n  —  2;  le  quali  equazioni  sommate  danno  : 

+  (".  -  '^^^)  (^'  -  'O  ì  z7(^jTO  - 1 5  woo  +  5:  ^.  • 

Ma 

Vy  _.a(a-)a(.vJ       I r5(.vj(x. -^,)-5(.v.)(.v, -Q-j 

4^     ■"      ?'(-vJ?'(-vJ.v,  -.v,L    (■v,-aj(.v,-^.)5(.v.)5(.vj    J^   ••• 

e,  siccome 

5  (-vj(-v,  -  ^'0  -  5(.v,)(.v,  -  a,)  =  (.V.  -  A-J  [Oz,  -  ajia^  -  a^  -  (-v.  -  '^)(.v.  -  ".)] , 

si  avrà  : 

^   ■-    ?'(-v.)?'(-vjL     ^C-vJ^(-vJ  5(a-,)S(.vjJ^^  •••' 

per  cui  sostituendo  si  giungerà  alla 

I   a  V-    A(.v.)     _^  a  /    A^Gv.)    \ 
(/^  8  H^  21  S(a-,)  o'(-v,)     4-  ^  •'■  ^^-  <;-'^)  ?"  '^•'■■)^ 

^  +(— )0'.-".)(Ìr(ÌvL)-(ij^y'. 
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Per  determinare  il  valore  della  prima  sommatoria  del  secondo  membro,  pongasi 

si  ha,  come  è  noto, 

r(-v)  _  V    ^    /  T(.x,)         \ 

f(x)  -4a.vA(.v-x.)?'X.v,.)/' 

quindi  eguagliando  i  coefficienti  di  —  nei  due  membri  risulta  : 
e  la  (4)  riduccsi  alla 

I    d   ^     a(a-.)      _       _     V    _    >/v     ^(-O     V     /\7     -^O^-.)    \' 
t;,8M,2ls(x.)9'Gv,)~^"'     ""'^^"'     "'^\4-^(^,)?'Gv,V      \2:5(A-.)f(A-,)/  ' 

dalla  quale  si  ha  il  valore  della  derivata  richiesta.  Porremo  ora  questa  relazione  sotto 
altra  forma,  in  vista  delle  applicazioni  che  intendiamo  tare  di  essa  alla  teorica  delle  t  un- 
zioni Abeliane.  Indichiamo  con   G(a)  il  prodotto 

si  avrà  : 


L(A)-a.-«(G(.v)       S^x))' 


ed  in  conseguenza  : 


I      ^  V      A(-v.)       _   a^-ajs^h      A  (a,)        _  ^  ^       S(.x,)      1^       A  (a,) 

^«. -«.  \4-5(a-,)?'Gv,)/ ' 
ed  analogamente,  quando  5  sia  un  numero  della  serie   1 ,  2,  ...  n,  si  avri  : 

^    d  sh     -^(-v.)      _  '^^ -'^,„rv    -^(-v.)      _ ,  \7     -^(Vi)     Iv    -^(-v.) 
C7,  5h,  2_G(A-,)f  (a.)  -a^-a^  L4-^X^-,)?'('V,)  4-"^(-^'.)>'(-v,)J  ^-^O^O^'C^-.) 

^a,-a^\2-G(x,)fX^,))' 
la  quale  sommata  colla  superiore  conduce  alla 
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t;, a»  z.s(.v.)9'(.v,) -^  17, a«,2.G(.v,)f(.v,) 

ì  ,       V-       -^(-v)       ^       A  (a) 

5.  Supponiamo  ora  r  =:  5,  e  quindi  5  un  numero  della  serie  i,  2,  ...  ti.  Analo- 
gamente alla  (4)  si  avrà  : 

t;,  a»,  Z.5(.x,.)o'(.v,)  -  2_a.vAN(v)r(.v..);     V4-5(a-,)?'(.v.);  > 

nella  quale 
Pongasi 

dalle  formole  per  lo  spezzamento  delle  frazioni  si  otterrà  : 

M(.v)  _  Mja,)  .    <-    d    (  Af(.v-0  \ 

{X  -  a^)  f  (.V)        (.V  -  aj  ?^  (a^)  -^  Z.d  x,  \  (x  -  .v,)  (.v,  -  a^)  c?'^  (.v,)  }  ' 

e  dal  confronto  dei  coefficienti  di  —  : 

x 

sr  d_  (     A-(.v,)     \  _  __  MOO  _  _        R'Qh) 

quindi  per  r  ^  s  ed  in  differente  da  ;•  e  da  s,  si  avrà  : 


(0         ^     ' 


a«,  2_s(.v,)?'(.v,)  -      (.,  -  o?^(0      \^SGv.)o'(.v);  • 


Cosi,  nell'ipotesi  di  m  =  s  ed  r  differente  da  5,  ponendo 

F(.v)  =  (.v-O(v-'0. 
si  otterrà  la  relazione  : 

I   a  ^       A(.v..)        _  R'M 

(7) 


t/,  a»  A  (.V.  —  a,)^9'(-v,)  0^  -  «.)?'0^,) 


_2_  F(.v- )o'(.v,)       "  4-  C^-.  -  '^.)^?'(-^-)  J  ^^"(•^•.)?'(-v.) 


BRioscHi,  lomo  I. 
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Da  ultimo,  se  supponesi  /■  =  i  ^  m,  sarà  : 

e  siccome,  ponendo 

si  ha  : 

V(x)  _    d    (  V(a^)         \        ^    d    /  r(.v,)  \ 

(.V  -  ayo\x)       d  «,  V  (.V  -  a^)f(a^)J  "<"  Z.d  x.  \  (.v  -  .v.)(a-,  -  0>'(^.)  )  ' 

e  dal  confronto  dei  coefficienti  di  —  risulta: 

.V 

si  otterrà  la  quarta  torniola  : 

.o^    L^V Hv,) -_j^l±n<)\_(sr: ACv,) y 

4.  Veniamo  ora  ad  applicare  le  formole  (5),  (6),  (7),  (8)  alla  teorica  delle  l'un- 
zioni Abeliane.  Sieno 

P(,.)=.(,._,,)(,-_.g  ...  (.v-o, 

(2(.v)  =  ^ix-  «„^,)(.v  -  a„^^)  . .  .  (.V  -  .,.,^,); 

indicando  per  brevità  con  /_,,  una  quantità  che  è  eguale  a  — ■  (2(",„)  se  in  ^  n,  od 
eguale  a  -|-  P((?,„)  se  in  >  ;;,  denomineremo  col  sig.  Weierstrass  *)  fitn:joìie  Abdiana 
la  espressione  : 


f 


?  («,J 


e,  considerando  la  medesima  come  funzione  delle  variabili  ;/_  ,  /(,,  ...  »„ ,  la  rappresen- 


*)  Le  ingegnose  ricerche  del  sig.  \\'eierstrass  nella  teoric.T  delle  funzioni  Abeliane  sono  pubbli- 
cate nel  «Journal  tur  die  reine  unj  angewandte  Mathematik»,  t.  XLVII  (1854),  pp.  289-506,  e  t.  LII 
(1856),  pp  285-580.  Le  definizioni  e  denominazioni  superiori  sono  quelle  adottate  da  questo  Autore  nella 
seconda  delle  sue  Memorie  (p.  313),  della  quale  non  è  finora  pubblicata  che  una  parte. 
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teremo  con  ^,„(», ,  tt^,  ■  •■  «„),  o  più  semplicemente  con  p^^.  Supponiamo  anche 

(g)  [/=_lM=20O.=  (r=:,  2,...»); 

dalla  (  I  )  si  ha  : 

_LV  ^à ^-T 

ed  inteiijrando  : 

/     ^     ^  I    V    T'         -PO^)  V 

le  funzioni  p,,  p^,  •  •  •  si  potranno  quindi  ritenere,  per  quanto  ha  insegnato  Jacobi,  come 
funzioni  inverse  delle  trascendenti  ultra-ellittiche.  Ora  pel  valore  di  ^,„  si  ha  : 

8  log  p„,  I  I 

dx  2  .V  —  a   ' 

;  i  tri 

per  cai  le  (i),  (9)  condurranno  alle 

r,,.  aiogp„,_  Q(0,^v     -^(-^-O         aiogK,  _  Q(0,.v7     a(.v.) 

^^^^      8u.     -  P'(0  ^'4-  ^(•^•^)?'(-^-.)  '        ^"^     ~  i"0O^^4-  G(.v.)?'(^-.)  • 

Da  queste  equazioni  si  deducono  le  seguenti  : 

d    V-       A(.Y.) j_  /aMog/)„,   _  ^  d  log  /),    a  log  /)„  \ 

8/,^  21  5(.v,.)9'(.v,)  ~  t/,  VaHv<5«,         "      a«,         d",     /' 


d 
d 


l_ sr     a(av)     _  2_  / 3ì]og^„  _  ^  aiog^  aiog^\ 
(/^Z.g(a-.)o'(.v,)  "  L;  V  a/^a«,      "    a»,      a»,  /' 

4^5(a-.)o'(av)  -  L\    a»,  ' 
■^     A  (av)     I  a  log  /)„ 

zg(a-.)o'(a-.)  -"o:^^^' 

per  le  quali  la  equazione  (5)  dà 

e  ^-)     aMog/^„,  ^  aiogp„,  a  log  p^     aiog/)„.  aiog/?,  _  d\ogp„,  d\ogp„ 

Affatto  analogamente  si  otterrà  dalla  (6)  la 

r  ^      5''  iogp„,  _    a  log/),,,  aiogp,  _  /aiogp„,y  _       Q(a,) 
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e  daUe  (7),  (8)  le 

all'ultima  delle  quali  si  può  anche  dare  la  seguente  forma  : 

d'io-p,  _  (è  \ogpX,  ^  G(0  iioiP,  ,  ^  1_  i^Q(^0\ 

Se  ora  osserviamo  che,  essendo 

v; f(<) _  ,  _L  iM 

si  ha  per  .f  =  i  ,  2 ,  . .  .  m  : 

V  QK)   p:    _, 

cioè  che  le  .v, ,  .v^ ,  ...  a'„  sono  le  radici  della  equazione  dell'ennesimo  grado  : 


'X'K) 
è  evidente  che  la  espressione 


V  Q(^,)  p:    _ , 

Z.   F(a.)  X  —  fl. 


a  log  ?  ('?,)  ^         I  ,  I         I     ...    1 


sarà  una  funzione  razionale  delle /)j ,  |>_, ,  ■  ■  ■  p„-  Quindi  le  equazioni  (12),  (13),  (14),  (15) 
dimostrano  la  interessante  proprietà,  che  le  derivate  seconde  delle  tunzioni  Abeliane 
p,,  p,,  ■■■  sono  esprimibili  mediante  le  funzioni  stesse  e  le  loro  derivate  prime. 

5.  Questa  proprietà  è  già  nota  pel  caso  delle  funzioni  ellittiche.  Supponendo  n  =:  1, 
Li  (10)  dà 

posto 

/  =  -^-^^^,    A(^)  =  t/(i-/)(i  -ìrf),    ìr^^"^^^^,    A  = ^— 

3  1  >  *  >  ' 

ed  a,  <^ci^<C  il.-  -Le  p^,  p^,  p.  sono    quindi  le  funzioni  ellittiche  sn /(,  cnii,  dnu.  Se 
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nella  (13)  facciamo  s  =^  i,  in  ^=  2,  3,  si  hanno  le  due  equazioni: 

8MogcnK 51ogcn;(    ólogsnH         /dlogcn/tV 

dlT'        ~  "        dTi  Ì7i  V       t7t       )   "^  ^  ' 

5-logcnH^      51ogdn//    (51ogsnH         /81ogdnHV   ,    ,, 

d'i?     ~  '      tii  Wii  \     t7i     ]  "^    ' 

e  siccome  dalle  (11)  si  hanno  le 

dlogsn?/         cnH.dn;*        5Iogcn;(  snK.  dnK        dlogdn/f  k' sn  ii.cnu 

du  sn!(       '  dti  cnu       '  du  dn«        ' 

le  equazioni  superiori  si  ridurranno  alle  note  : 

d' log  cn  /(              , ,     ,             h"             o'  log  dn  /(  ,         ,      ^'- 

=  —  /t' cn  II ^ ,        ^^-^ —  =  —  dn  (( 


da'  cn  H  OH  dn  ;( 

nelle  quali  k"'  ^  i  —  k' .  Da  ultimo,  essendo 

81ogo(aj) I 

5rt,  Oz,  —  aj'sn'/i' 

la  (15)  dà 

d' log  sn  M        , ,     2  I 

=  k'  sn  II :r- , 


formola  pure  conosciuta. 

6.  Oltre  la  serie  delle  2  n  -\-  i  funzioni  Abeliane  p,,  p^,  ■  ■  ■  />;„_,,  àìt  denomi- 
neremo funzioni  Abeliane  ad  indice  unico,  e  le  quali,  come  si  è  veduto  sopra,  corri- 
spondono alle  tre  funzioni  ellittiche,  il  sig.  Weierstrass,  nella  Memoria  citata,  consi- 
dera una  seconda  serie  di  funzioni  AbeLme  definite  dalla  equazione  : 

essendo  ;;;,  [i.  due  qualsivogliano  fra  i  numeri  1,2,  ...  2  n  -\-  i,ma  differenti  fra  loro. 
Queste  funzioni,  a  due  indici,  non  differiscono  che  di  una  costmte  da  quelle  ad  un  indice 
pel  caso  delle  funzioni  ellittiche,  giacché  si  hanno  le 

.     ^  _        P-,  .      ^  _        P--  ,     =,  _Pj 

^'^  a   —a'        ^'''  a.  —  a'        ^ '•'        a,  —  a' 

2  1  j  I  J  ' 

e,  pel  caso  delle  trascendenti  ultra-ellittiche  di  prima  specie,  sono  le  dieci  funzioni  già 
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considerate  dal  Rosenhain  *),  le  quali  insieme  alle  cinque  p,,  p^,  p.,  p^,  p.  costitui- 
scono il  sistema  completo  delle  funzioni,  che  si  presentano  nello  studio  di  quelle  tra- 
scendenti come  le  tre   sn  u,   cn  u,   dn  u  in  quelle  delle  trascendenti  ellittiche. 

Osserviamo  che,  allorquando  ni  o  y.  sieno  ^  n,  le  funzioni  Abeliane  a  doppio  indice 
si  ponno  esprimere  in  funzione  di  quelle  ad  indice  unico  e  delle  loro  derivate  rispetto 
agli  argomenti  //_,  «,,  ...  Infittti,  indicando  con  r  un  numero  della  serie  1,2,  ...  n, 
e  rammentando  essere 


*^''\  ^Gv,-O(-v,-0?'(-v.)  ~  t/„   a«/' 

si  avrà  : 

^'^  •^"'■'~   U/'dH^~    0(a^)    p,   dn/ 

Supponiamo  ora  che  r  sia  un  numero  della  serie  i ,  2 ,  ...  h  differente  da  ni  e  da  [j.\ 
le  equazioni  (16),  (18)  danno: 

-djr  -  F{a,)  ^'^'-^  \  p,„  +  /.,,  )  +  ^'"  P^dn^2^  (.V,  -  aj  {x,  -  «,)  ?'(  x,)  ' 

ossia   per  l'una  o  l'altra   delle    equazioni,  dalla  somma  delle  quali  si  è  dedotta   la  (5), 
si  ha  : 

~d7r-P'MU-^-Ap„.  +  P,  ra-a^   P.„  ^^'^-      ^^'^-^^^^  a-a^  p,J^A 
o  rlduccndo,  coU'osscrvare  che  pel  valore  (16)  di  /),„  ,^  si  ha  la  equazione  identica 

(«,.  -  'hòP,P,.,.  +  0^  —  ",)/',.,/',..,  +  0^,„  —  ",)p^P„„,  =  o> 

otticnsi  la 

ed  analogamente  avremo,  in  causa  della  (6), 

(20)  ^^--  -  i-'""  ^ '—  ^  ■ 


d/(,  p,     àn^         «r  —  "..,  Pr 

esprimersi    razionalmente    per  mez; 
indice  unico  e  doppio,  dunque  la  stessa  proprietà  verificasi  per  le  derivate  prime  delle 


ma  la  derivata  ~-'  può   esprimersi    razionalmente    per  mezzo  di  funzioni   Abeliane  ad 
da 


*)  Màiioirc  sur  Us  fonctioiis  de  deux  variahUs  et  à  quali  e  pii  iodes,  etc.  [Recucii  Jcs  Sav.ints  étran- 
gers,  t.  XI  (185 1),  p.  42;]. 
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funzioni  Abeliane  a  due  indici.  Notiamo  che  dalle  equazioni  (17),  (19)  si  deducono  le 


due  singolari  relazioni  : 

?'(«,)  a»,       P'i'jj  a»,  ' 

la  prima  delle  quali  è  dovuta  al  sig.  Weierstrass. 


7.  Nella  seconda  delle  Memorie  citate  (p.  319)  il  sig.  \Veierstr.\ss  ha  dimostrato 
esistere  fra  le  due  serie  suddette  di  funzioni  Abeliane  quattro  specie  di  relazioni  algebri- 
che. Indicando  con  m^ ,  in,,  . .  .  in,^,  n  qualsivogliano  fra  i  numeri  i,  2,  ...  2n  -\-  1, 
ma  difterenti  fra  loro,  e  con  5  (a-)  la  espressione 

(a-  —  a,..;)  (a  -  a,,.;)  . .  .  (a  —  rt,„„) , 

queste  relazioni  sono  le  seguenti  : 

; 


kj: 


(21) 


2-    S(:l 


(^'J 


R'(. 


mi  miì 


5W 


{a^-a„:)SXay 


nelle  quali  le  \j.,  ^'  sono  due  numeri  differenti  da  ;«_,  m^,  . .  .  iii^.  Si  trovano  tacilmente 
due  altre  specie  di  relazioni  indipendenti  dalle  superiori,  le  quah  completano  il  sistema 
delle  relazioni  quadratiche  che  sussistono  fra  le  due  prime  serie  di  funzioni  Abeliane. 
Esse  sono  : 


(22) 


(    2.(a,-aJSXaJ-S(ay-''^^^-^- 
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Per  queste  ultime  si  ottengono  dalla  (19)  le  due  seguenti  : 

8.  Si  indichino  con  y,„ ,  9,,,  due  serie  di  funzioni  Abeliane  della  specie  delle  supe- 
riori, gli  argomenti  delle  quali  sieno  i\  ,  v,,  ...  u„  ;  e  con  /,„ ,  i,„  ^^^  altre  due  serie  di  cui 
gli  argomenti  sieno  i  binomj  : 

n_  -|-  z;_  =  u'^,         n^  -)-  V,  =  w,,      ...      /(„  -f-  i',,  =  zi»,,. 

Sieno  F(x),  /(-v)  due  polinomj  dei  gradi  ;/,  /;  —  i  : 

F(.v)  =  .V  +  r,.v"-'+  ...  +c„, 

/(.v)  =  è,-t"-  +  /'..v"-^+  ...  +^„_., 
e  pongasi 

(24)  f  t-v)  P(-V  j  -  r  (-V)  0  C-v)  =  ?  (.V)  ^  (.V)  T  (a)  , 

essendo  come  sopra 

9(.v)  =  (.v--v,)(.v-.vJ  ...  (-V-.V,,), 

K-v)-(a— v,)(.v-;g  ...  (a-X,). 

Y(x)  =  (a-  —  ;;;,)  (x  —  ^J  ...  (x  —  ij; 
si  avrà  pel  teorema  di  Abel  : 

per  cui,  f;icendo  analogamente  illa  (io) 

2  2.j„(.v-o^W  " 

si  avr;\  : 

I    ^    P'        P(x)  , 

Ora  dalla  (24)  si  ha  : 

-F(a)  =  A(a-)^-^ 


ossia 
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quindi,  dividendo  un  membro  e  l'altro  per  (.v,  —  a^J'^'(x^),   si  otterrà  per  la  (17): 


ma 

9  (fl  )  =  /    ft^ 

T  V.    m/  mi  m 

e  per  la  (24)  : 
dunque  : 

mi-m   -r  K    m)  <.i  m  /_      p         ^^     ■ 

Affatto  analogamente  si  otterrà  : 


r;  ira       I  V     m/  min    /  d  V 

j  ir  r 

quindi  sottraendo  si  giungerà  alla 

(=5)  ,:,_,.„  =  ^j:_k(,;M_,;|^). 

Dunque  le  funzioni  Abeliane  t^,  t^,  ...  /,,  si  penne  esprimere  razionalmente  in  fun- 
zione delle  p,,  p^,  . .  .  ,  '/,,  ?, ,  . .  •  e  delle  loro  derivate  prime.  Si  possono  dare  a 
quest'ultima  equazione  due  altre  ferme,  distinguendo  i  due  casi  di  m  ^  11  e  di  //;  >  ;/; 
e  si  avrà  : 

(27)     per  m>n,  pi,  -  ql,  =  ^  "p-^Jy  '. (Pr  1.,.  1,n,  -  <1.P,J ) > 


come  facilmente  deducesi  da  relazioni  anteriori. 
Dalla  equazione  (24)  si  ha  inoltre  : 


f(".„) 


quindi,  dividendo  per  (.v^  —  ''ra)?'(-^'i)  '^  sommando,  ettiensi  per  la  (16): 

ma  per  la  stessa  (24)  : 

F(a     )  =  P(a     )p      q  ^J,^,,  " 

BRioscai,  tomo  I.  j8 
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e  supponendo  ih  ^  n  : 
quindi  sostituendo  si  avrà  : 


jd  analogamente  : 


Pm'm  ^A,    Q'(ij        S     n-<-r P H+r  H m,n-i-r  ' 


Da  queste  equazioni  si  deduce  la  seguente  : 
ed  anche,  per  la  (26),  la 

(^')  ^^•■4^^A-'-^ t  -^^-.^ U:)=m^'-tì> 

per  le  quali  la  proprietà  delle  /_ ,  /, ,  ...  /„ ,  osservata  superiormente,  vedesi  aver  luogo 
anche  per  le  /„^,,  /„^^,  . .  .  /,„_^, . 

Pel  caso  di  «  =  I   la  (26)  dà  (n"  4): 


=  '.  [p.  If-  -  -?.  Itt)  =  '.  (P'  'h  'l~,  -  'hP^P^)  ' 


sn"  //  —  sn"  V 


p:  -  '/; 

ossia 

sn  (/(  +  v)  =  '^^^ '^^^-^ 1 

^      '      ^  sn  ;/.  cn  v.  dn  v  —  sn  v.  cn  it.  un  /( 

Dalla  (28)  si  ha  : 

'a  OhP:P;  ~  P.  '/.  '/;)  "  '■,  ('J,P,P.   "  P ;  '/,  V.O  =  O  » 

e  dalla  (29)  : 

hp.<].  (p;  —  -/:)-  'i  l'i  </,  (i'^  -  9D  =  *"  (/^;  —  */;)  ; 

e  siccome  per  la  prinia  delle  (21) 

p:  =  ^—p]'    p;  =  -^  —  ^'pU 

così  si  ha  : 
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e  quindi  : 

P.q.Q;   —   'hp2p-/  ''  /','/=?;   —    ?■/'./';   ' 

formole  note. 

È  evidente  che,  indicando  con  l[  le  funzioni  Abelianc  ad  un  indice,  di  cui  ì;1ì  argo- 
menti sono  «,  —  't',,  u,  —  1',,  ...  ;(„  —  v„,  si  avrà  analogamente  alla  (26)  : 

.   >  2(0/  ^       'N      ^^  QOO  ,' /.  d'I,  ,      dp\ 

(30)  %^  (P,„  -  rJ  =  ^  -p^  K  (a^^  + ..  -^j , 

ed  in  conseguenza  le  due  : 

e  così  per  le  altre  (27),  (28),  ecc.  Quindi,  anche  le  funzioni  AbelLine  a  doppio  indice 
t^     saranno  esprimibih  razionalmente  per  le  p,  q. 

Pavia,  novembre   1857. 

[L.,  G.l. 


XLIV. 

SULLO  SVILUPPO  DELLE  FUNZIONI  JACOBIANE 
SECONDO  LE  POTENZE  ASCENDENTI  DELL'ARGOMENTO.  *) 


A-nnali  di  Jlatematica  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  1  (1858)  pp.  41-42. 


Indicando,  come  d'ordinario,  con   sn  u,   cn  u,  dn  m  le  tre  funzioni  ellittiche,  con  k 

il  modulo    per  le  medesime,   con  k'  il  suo    complemento,  si  ha,  come  è  noto,  la  for- 

mok  **)  : 

,,,  du        7    Z^"     ,      ,  7   sn  u.  cn  ii 

k  '  -^-r  =^  k   I   cn"  u  a  u  —  k j . 

dk  J„  dn;t 

Per  essa  ottiensi  facibiente  : 

,,2  dsn^n  dcn'u     /'"     ,  ,      , 

k    — ST —  =  k  — ^ /    cn'  n.  d  /(  4-  2  k  sn  u.  cn  u  ; 

dk  du     J^ 

quindi,  ponendo 

d  II    I    d  II  sn'  K  ^  O  (/()  , 

0  V  o 


')  Rivista  bibliografica:  Weierstrass,  Thcoric  der  A^zC  schen  Functioncii  [Journal  tur 
die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LU  (1856),  pp.  285-580  (p.  556)].  —  Jacobi,  Darstellung  dcr 
dliptisclun  Functionen  durch  PoUiiTjiibin  (Aus  den  liinterlassenen  Papieren  von  C.  G.  J.  Jacobi  mitge- 
theilt  durch  C.  W.  Borchardt  [Ibid,  t.  LIV  (1857),  PP-  82-97]. 

*')  GuDERMAXN-,  Tìieorii  der  Modular-Fiiiiclioìieii  und  dcr  Mcduìar-lnUgrah  [Ibid.,  t.  XVIII  (i8j8), 
pp.  1-54,  142-175.  220-2)8,  303-564  (p.  550)]- 
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si  ha  : 

ossia 

Ma 

2  Ir    I   d  11  /   d  II  (2  sn"  u.  cir  /(  —  cn^  ;()  ^  2  /e"  [^  «'  —  29  (!()]  —  sn'  // , 

dunque  : 

2  À-  À-"  — |-^^  =  k"  ir  —  4  /o"9  (;/)  —  sn^  //  +  Ir  (  f"  civ  u  d  11  V, 

ovvero,  essendo  cn'  /(  =;  i  —  sn'  11 , 

Jacobi  alla  paj;.  145  dei  «  Fundamenla  nova  «  definisce  <■)(")  per  mezzo  dell'equazione: 
(-)(„)  =  1/^^  e-    ^    ^^ 

essendo  A',  E  le  funzioni  complete  di  prima  e  seconda  specie. 
Ora,  ponendo 

si  ha  : 

log<l>(«)  =  —  /e' 9  00, 
e  l'equazione  (i)  darà  :  .  •         . 


lo"<I>     ,    /51oir<I>\'  ,,      dlo^*     ,    ,,    ,    ,        ,  ,„  51o^<l> 


oppure  : 

(2)  -|^  +  2/r„|^  +  /.=  .-^.t.  +  :^H-|^  =  o. 

Ora,  supponendo  la  funzione  <!'(")  sviluppabile  secondo  le  potenze   ascendenti  dell'ar- 
gomento, si  avrà  evidentemente: 

«1>  (/()  =:  I  -j-  ^_  ,r  -(-  A,_  là  +  A.  Il'  +  ^^  »«  -f  . . .  , 
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e  dalla  equazione  (2)  si  otterranno  le 
J,  ==0,        3.4^,  +  /r  =  o,        y(.A.^2..iìr^^  +  2kk''^-^  =  o,..., 

2  r(2r  -  i)J,  +  4(r  -  i)lrA,_,  +  k' A^_^  +  2  /cP  ^^  =0, 

col  mezzo  delle  quali  si  hanno  i  valori  dei  coefficienti  J,,  A.,  .... 

Questi  coefficienti   coincidono  con  quelli  che  J.\cobi  indica  con  r'  nella  Memoria 
citata,  e  la  funzione  <I»('0  non  è  che  la    Al(//)  del  sig.  Weierstr.\ss. 

Favi.!,  dicembre  1857. 

[Pa.J. 


XLV. 


INTORNO  AD  UN  TEOREMA  DEL  SIGNOR  BORCHARDT.  *) 


Armali  di  JStMtenuitica  _piira  ed  appiieata,  serie  I,  tomo  1  (i8>8)  pp.  45-44, 


Sieno  .Vj ,  Xj ,  ...  a:,,  le  radici  dell'equazione  : 

/(x)  =  x"  +  a,  x"-'  +  a^  x"-'  +  ...  +  «„  =  o. 
Indicando  con  A,  P  i  determinanti  : 


x" 

x"-   . 

.    .    X 

I 

K 

•  •  X. 

I 

^: 

x'r . 

•  •  X, 

I 

x" 

<" . 

•    •    X.. 

I 

,«  — I  „«— 2 


:  — I  .-«—2 


si  ha,  come  è  noto, 


/w 


A 


A'.         I 


X,         I 


SA 
dx"' 


Si  moltiplichino  i  termini  della  funzione  del  secondo  membro  pel  determinante 

Z  (+  '',.,  «.,=  •  •  •  «„,„) 


*)  Rivista   bibliografica:  Borchardt.  Monatsberichte  der  Akademie  zu  Berlin,  a.  1857, 


p.  501. 


BRioscai,  tomo  I. 
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ponendolo,  nell'eseguire  la  molriplicazione  col  numeratore,  sotto  la  forma  : 


I 

o 

0 

.  .  o 

0 

^, 

,1 

'^.,.  • 

•  •  "-,, 

0 

«■ 

,2 

^.,.  • 

■      •      '^".2 

0 

'^ 

,« 

"a,„    • 

•     •     ^„,n 

Suppongasi 

j|.2('--l)  X*''"''  X'''"''  I 

'^-  =  7^  +  ^-700+^=700  + •••+^-'/(^)' 

essendo  A^,  A^,  ...  coefficienti  indeterminati;  e  pongasi 

\*  J  2r— i— I  ''-II  I  f^,:      2  I  I  T ,n      n        y 

si  avranno  evidentemente  le  /^  =  i,  Li  ^-=  '_2  =  •  •  *  =0?  P^r  ^^  * 


/(-v) 


essendo 


2 


V  = 


x" 

x"- 

A-"-^     . 

.  .   a: 

I 

/, 

I 

o 

.  .  o 

0 

u 

/, 

',    • 

.    .    0 

0 

'.„-, 

'.„_. 

'.,-,  • 

•  •  '„ 

«„-, 

,     Q 


li. 

dx"' 


Ora,  per  l'equazione  (i)  saranno  le  /_ ,  t^,  ...  legate  fra  loro  dalle 
',  +  ".  -  o, 


ed  inoltre,  ponendo 


si  avranno  le 
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Si  indichi  con  s^  la  somma  delle  potenze  r"'""^  delle  radici  x, ,  .v  ^ ,  ...  x^  ;  si   hanno, 
come  è  noto,  le  relazioni  : 

per  le  quali,  supponendo  che  le  J^,  A,,  ...  soddisfino  le  equazioni  : 

i,  +  2^,  =  o, 
^  +  ^,^. +  4^.  =  0, 


si  otterranno  le  seguenti  : 

(2  "i  +  i)/„_,  =  i,  /„„  +  s.  l,„_^  +  . . .  +  ^■„„_,  /,  +  i,„,^,  . 

Abbiamo  così  il  seguente  teorema  dovuto  al  sig.  Borchardt  : 

«  Se  le  radici  .v_ ,  x, ,  ...  x_,  della  equazione  /(-v)  =  o  sono  disuguali  fra  loro,  i 
«  coefficienti  a,,  a,,  ...  a,,  della  medesima,  e  quindi  mtte  le  funzioni  simmetriche  di 
«  quelle  radici,  sono  esprimibili  per  tunzioni  razionah  delle  ti  quantitA  i, ,  i, ,  ...  s^„_,  ». 

Pavia,  dicembre  1857. 

[Pa.]. 


XLVI. 
DIMOSTRAZIONE  DI  UNA  FORMOLA  DI  JACOBI. 


Aitnnli  di  Matfmaticu  pura  ed  applicata^  strie  I,  ionio  I  (iSjS),  pp.   117-118. 


Nella  Nota  «  Sopra  una  cosìruìjoni  del  teorema  di  Abel  »  *),  il  prof.  Genocchi 
ha  ottenuto,  quale  caso  particolare  di  una  sua  formola  [form.  (9)],  una  relazione  data 
senza  dimostrazione  da  Jacobi  nella  lettera  direna  all'HERMiTE,  ed  inserita  nel  1°  vo- 
lume delle  sue  Open  (p.  361).  Parrai  di  qualche  interesse  il  mostrare  come  mediante 
considerazioni  analoghe  a  quelle  di  cui  fece  uso  il  Genocchi  in  quella  Nota,  si  possa 
giungere  anche  alla  prima  delle  relazioni  enunciate  da  Jacobi. 

Siano  J  (.V,  v)  =  o ,  >-  (.v,  y)  =  0  due  equazioni  a  due  incognite  rispettivamente 
dei  gradi  n  ed  m;  e  ■}  (.v,  j)  una  funzione  razionale,  intera,  delle  .v,  y,  del  grado 
n  -(-  m  —  3;  si  ha  : 

^^  A /'(x)voo-/'00^'(-v)  ~    ' 

essendo    la    sommatoria    estesa  a  tutti  i  valori   delle  x,  y  che  sono    soluzioni    comuni 
delle  due  equazioni. 

Sia  5  l'arco  della  Unea  rappresentata  dall'equazione  /(.v,  j)  ^  o;  si  hanno  le 

ds.jXy)  .,_  ds.fjx) 


dx^—~^ààèà=,         d 


vTW+nj)  irw+roo' 


*)  Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  s.  I,  t.  I  (1858),  p.  5J. 
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quindi  : 

ovvero,  per  la  (i), 


^'^  ^  [^' w  '^  ^  +  >^'0)  dy]  ir  (^) + /'^  OO 

Sia 

le  coordinate  X,  F  di  un  punto  della  linea  inviluppo  della  retta  )v  =  o  hanno  i  valori  : 

_  AàC—  CdJ  _  AdB  —  BdA 

BdC—CdB'  BdC  —  CdB' 

quindi  la  distanza  S  di  questo  punto  di  contatto  da  uno  dei  punti  di  intersezione  della 
retta  1  =  0  colla  linea  f  =  o,  sarà  data  dalla 

V_/      ,    AdC—  CdAV  ,    /         AdB  —  BdAy- 
~y~^  BdC—  CdBJ'^y       BdC-CdBj- 

Ora,  essendo  x,  y  le   coordinate    di    un    punto    comune  alle  >.  ^  o,  /  =  o,  si  hanno 
identicamente  le 

j  _j_  Ex  -Ir  Cy  =  0,         dA-{-  xdB  -^ydC-{-  Bdx  +  Cdy  =  o, 

per  le  quali  : 

_i__  BdC—CdB 


8         —  (Bdx-{-  Cdy)  ÌB'~  +  C 


ma 


Bdx-\-  Cdy  =  lXx)dx  +  r(y)dy, 
dunque  per  la  (2): 

essendo  <h  (,v,  y)  del  grado  n  —  2. 
Gciinajo   1858. 

[Pa.]. 


XLVII. 
INTORNO  AD  UNA  FORMOLA  DI  INTEGRALI  DEFINITI.  *) 


Annali  di  Matematica  pura  ed  aj>pHcata,  serie  1,  tomo  I  (1858),  pp.    119-120. 


Posto 


T'"W  =  ^\  5.  =  £e-'r(x)dx 


ed 


la  integrazione  a  parti  dà 


5^  =  ■^,_,  -j-  "i  •5,. 


Moltiplicando    questa    equazione  e  quelle    che    deduconsi    da    essa    cambiando   la  r  in 

r —  1,  r —  2,. ..2,  I    ordinatamente    per    i,  m,   m',  ...  m'~\  e    sommandole,    si 

ottiene  : 

S   =  ^._.  +  >nA._^  +  «,=  ^._3  +  •  •  •  +  '«'-^„  +  "''5„. 

Indicando  con  A  il  simbolo  di  differenza  finita  rispeno  al  numero  intero  m,  si  avrà  quindi  : 

A"  5,  =  A"^^_,  -f  A"(m^_)  +  .  .  .  +  A"Ou'-^„)+  A"(m'5J; 

e  supponendo  che  i  limiti  a,  b  annullino  le  espressioni 

-^"^._,;     ^"^....,     A"-^_;     ...   ;     A"^„,     A"-<,     .  .  .     A"— ^.,, 


•)  Rivista    bibliografica:    Schlòmilch,   Transjomiation  eina  heslimmUn  InUgrahs  [Be- 
richte  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  t.  IX  (1857),  p.  181J. 
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si  Otterrà  la  forinola  di  trasformazione: 


ossia 


r  ( I  —  e-')"  e—'  9'"  (a)  d  A-  =  (—  I )"  A"  \m'  f  e—  9  (x)  ii  A-l . 

L'Autore,  applicando  questa  formola  generale  al  caso  in  cui 

a  =  o,         b  =  00,         9 (x)  =  log  .V ,         H  >  r  —  I , 
giunge  al  seguente  risultato  : 

il  quale  nel  caso  speciale  di  r  =  w  coincide  con  uno  trovato  dall' Eulero  nel  t.  IV 
delle  «  ItistilHtioiics  Calciili  iulegralisn  (p.  271).  Da  questo  risultato  mediante  la  deriva- 
zione rispetto  ad  r  deducesi  il  seguente  : 


od  anche: 


£\i  -  r'y:r""x'-'dx  =  (-  ,yv(s)y(j~y 
£x"-'(i  _  x)"log(^)"''Lv  ---  (-  x)"r(OA"(^). 


(Abel,   CEiivres  compìtics,  t.  II,  p.  35). 

Pavia,   febbraio  1858. 


[Pa.]. 


XLVIIl. 
SUI  COVARIANTI  DELLE  FORME  A  PIÙ  VARIABILI. 


Annali  di  Matrinatira  pura  ed  applicata,  serie  I,  tomo  1  (iSjS),  pp.  i)S-i6;. 


I.  Supponiamo  che,  operando  sulla    funzione   omogenea  /(-v_ ,  .v, ,  ...  a-,,_)  ,  del 
grado  n,  la  sostituzione  lineare 

(0  -^'r  =  '^r.,  J.  +  a...  Va  +  ■  •  •  +  ^h,,ny„ . 

Ottengasi  la 

f (.V.,  .V.,  •■■>'„,)  =  Xna  .nT"..  Ila  ^"■'  "■-'  ■■■  '^"■^^'"^■^  ••■>«"■' 

I  2  WI 

nella  quale:  le  a,,  a,,  ...  a^^.  devono  assumere  tutti  i  valori  o,  i,  2,  . . .  n  che  sod- 
disfano alla  equazione  a^  -j-  a,  -|-  •  •  •  +  '•„,  ^  «>  e  II  «  =  i .  2.  3  ...  «.  Se  con  O^  ^ 
indichiamo  il  simbolo  di  operazione 

^  d  ^ 


'da,,^    '''da,    ~  '  ■■  ^    •-■'da 


i>^ 


si  ha,  per  lo  sviluppo  di  T.wlor, 

n«  ,  ^         Or  0'5   ...  0'"'     -, 

ed  altre  ni  —  i   analoghe  operando  coi  simboli  Q,,,  Q,^.,  ■■■   Q,», ■  Si  avrà  quindi: 
(2)  (.. ,  a, ,  . . .  aj  =  ^o::^CP>...  Q:-;  /(«,, ,  a,,, ,  . . . ) . 
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Ora,  osservando  che  la  espressione  del  secondo  membro  di  questa  equazione  è  omo 
genea  rispetto  alle  fl_  , ,  a,,,  ...  fl,„,  e  del  grado  a^ ,  operando  col  simbolo  Q,  ,  su 
due  membri  dell'equazione  medesima,  si  otterrà  : 


Ila. 


ossia,  per  la  (2), 

2,,,  ('■•:.  »■■..  ••■   ''•„,)  =  ^-i  (='■■  >  ^-2.  •••  ^'J' 

od  in  generale  : 

(3)  Q..S ("•, >  ='--  •  •  •  ''■„,)  =  ''^ (*. >  "-.'  ■■■  "-J ' 

per  51=  I,  2,  ...  w.  Dalla  (2)  deducesi  facilmente  la 

(a.  _  I,  a^+  I,  a^,  ...   a  „)  =  ^  Q^- 0^>    ...    O^;^ /Or,,. ,  .,,,,   ...  ./„,.) 

ed  altre  analoghe;  quindi  per  la  stessa  (2)  si  avrà  : 

Q.,,  (='-■'  ''•..   •••  ='-.„)  =  ^,(^-.  -  I,  a^+  I,  a,,  ...  aj, 
od  in  generale: 
(4)  G..,,(«,  .«..■••  O  =  °'-,  (^. ,  a^,   .  .  .   a,  -  I,  .  .  .   a,  +  I,   .  .  .   aJ 

per  5,  ;■  =  I,  2,  .  .  .  ;«,  ma  differenti  fra  loro. 

Consideriamo  ora  una  funzione  y{)\,  }\,  ■  ■  •  v,„)  dei  coefficienti  (a. ,  a,,  ...  xj 
della  forma  F  e  delle  indeterminate  y,,  )\,  ■■■  )',„■  Indicando  per  brevità  con  Q  il 
simbolo  di  operazione  O^,, ,  si  ha: 

(5)  QiHy,,  y.,  •••  x„)]  =  C2(O-[-|{o(y.)+|{Q()0+  •••  +|£,GOJ, 

supponendo  che  in   (2(^)  ^^  operazione   O  non  affetti  che  i  coefficienti;  ma  ponendo 


^    =     '^(±^,.,'^2..      ■■■      ^ .)>  ==. 


da 


■fS 


dalle  (i)  si  deducono  le 
dunque  : 

QOv)  =  X ^'^  2('^-..)  +  -^-^ Q'i'-J  +  ■■■  +  ^■...  2(='-"v)]  -  X ^*^-') • 
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Da  questa  relazione  si  ottengono  le  seguenti  : 

ed  in  conseguenza  dall'equazione  (5)  si  hanno  le  : 

Q^Any,,  y.,  ■■■  yJ]=  Q,,Xn - y^l^- 

2.  Sia  U(^x^ ,  X,,  ...  ^-^j,)  un  covariante  della  forma  /(x^ ,  x^,  ...  x,„);  e  suppo- 
niamo che  trasformandolo  mediante  la  sostituzione  lineare  (i)  ottengasi  V(^y^,  y,,  ...  v,„) 
covariante  di  F;  si  avrà  per  la  definizione  di  un  covariante  : 

(7)  V{y.>y.,  •••jJ  =  -^^Lr(.v^>-v.,  •••  O- 

Ora,  essendo  per  proprietà  dei  determinanti  : 
la  equazione  superiore  darà  : 

a.[^'(y.>  )'.>•••  }■„.)]  =  P 'X)\^  }•..  ■  ■  •  }'J>    Qs.rU'O.,  y.>  ■  ■  ■  }•„,)]  =  0; 

e  quindi,  in  questo  caso,  si  dedurranno  dalle  (6)  le 

(8)  Q..XV)  -  v,|{  =  p V,    Q,_xn  -y^lj  =  '- 

Se  da  ultimo  osserviamo  che 

sostituendo  e  rammentando  le  relazioni  (3),  (4)  si  avranno  le  seguenti: 


^Va^a,,  x^,  ...  ^..,j-j^^-^^^  ^j         .,.^^. 


(9) 


j^.,(a,,  a^,  a,-i, ...  ^  +  1, ...  o-^^^TT^jyrrrvy 


V    ^ =:  O  . 
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Il  covariante  F  della  forma  I'(y,,  )\,  ■■■  )'„,)  deve  dunque  soddisfare  a  queste  equa- 
zioni; ma  osservando  che  nelle  medesime  non  vi  è  più  traccia  di  operazioni  relative 
ai  coefficienti  della  sostituzione  lineare,  ne  risulta  che  il  covariante  U  della  forma  / 
dovrà  soddisfare  ad  equazioni  della  medesima  forma,  nelle  quali  le  x^ ,  x^,  ...  .v„, 
prendano  il  posto  delle  _)\ ,  y,,  ...  }'„,  ed  i  coefficienti  della  funzione  /  quello  dei 
coefficienti  della  F.  Notiamo  che,  supponendo  U  del  grado  /;  rispetto  ai  coefficienti  di 
/,  e  del  grado  li  rispetto  alle  variabili  .v, ,  .v^,  ..  .  .v„, ,  dalla  equazione  (7)  si  ha  evi- 
dentemente la  eguaglianza  : 

ni)  =  mp  -j-  k 
e  da  questa  : 

^         m  ^  ^ 

3.  Supponiamo 

nella  quale  e,,  f, ,  ...  f„,  si  intendano  assumere  tutti  i  valori  0,  1,  2,  ...  1;  che  sod- 
disfano all'equazione  f,  -f-  '"-  ~t~  •  •  •  ~j~  '',.■1  =^  ^'-  ^  coefficienti  (r, ,  e,,  ...  c^J  essendo 
funzioni  degli  (a^ ,  a,,  ...  a^J,  si  avr.\  : 

ed  osservando  che 

djr^  nc,.iu,  ...lu,  ^> (^. '  ^-  •  •  •  Oy,'y^  •■•>•/    •  •  •  y:: 

od  anche 

d  V       ^  U  h 


yr 


J  S  12  m 

si  otterrà  per  la  seconda  delle  equazioni  (8)  la  seguente  : 

C'o)  ex*-..  f.>  •••  <",„)  =  f,('',>  ...  e,-  I,  ...  e, -(-  I,  ...  6-J; 

ed  analogamente,  essendo 

y^dj^L  iu,.iic,  ...lu,  ''^'"  ^-  •••  0>v^/  ■■■y:- 

si  avrà,  per  la  prima  delle  (8),  la 

(11)  G„(f,>  <-.,•••  ':,„)  =  (]'  + OC'-..  '•.>•■•  O- 
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La  equazione  (io)  dimostra  che,  conoscendosi  il  valore  di  uno  dei  coefficienti  (e, ,  c^, ...  cj, 
quelli  degli  altri  si  ponno  dedurre  dal  medesimo.  Infatti,  supponiamo  noto  il  coefficiente 
di  }'' ,  pel  quale  e,  =  i",  c^  =  e,  =  .  .  .  =  c,„  =  o.  Dalla  (io)  si  hanno  le 

{k  —  I,  I,  o,  o,  . . .  o)  =  -^  2.-,,(^^  0,  o,  . .  .  o), 


(k  —  I,  o,  1,  o,  . . .  o)  =  -ttQ.^X^''  0,0,...  o), 


cioè  i  valori  dei  coefficienti  di  y'^   'y,,  y]  'y.,  ....  Cosi  dalle 

(k  —  2,  2,  0,  ...  o)  =  y-^  0,  ,(/>•  -  I,   I,  0,  . .  .  o), 


si  hanno  i  coefficienti  di  y]~'yl,  ...  e  cosi  di  seguito. 

Dalle  equazioni  (io),  (ii)  deduconsi  inoltre  quelle  alle   quali    deve    soddisfare   il 
coefficiente  (^,  o,  o,  ...  o).  Esse  sono  : 

/  0  ,(^)  0,  0,  ...  0)  ^  0     per     r  ^  I,  2,  .  .  .  i  —  I,  j;  -J-  I,  .  . .  Hi , 
(12)     .  0,,,G"'  o,  o,  .  . .  0)  =  (/>  +  k){k,  0,0,...  o), 

l         Qs,X^>  o,  0,  ...  0)  =p(k,  0,  .  .  .  o)     per     5  =  2,   3,  ...  m. 
Ora,  se  con 

indicasi  un  termine  qualsivoglia  del  coefficiente  (/o,  o,  o,  ...  o),  le  due  ultime  equa- 
zioni (12)  danno  : 

'^i  ?  +  <?'  +  <?"+   ■■■   =p  +  k,  y.^q-\-  'X  q' -}-  7.';  q" -\-   ...   =p, 

cioè  il  coefficiente  {k,  0,0,  ...  0)  è,  relativamente  ai  coefficienti  di  F,  omogeneo  in 
indice,  del  grado  p  -\-  k  rispetto  ai  primi  indici,  e  del  grado  p  rispetto  ai  secondi, 
terzi,  ecc. 

4.  Sieno  9,  H,,  ti^,  ...  H„, ,  w-j-i  covarianti  della  forma  /(.v, ,  .v^,  ...  .v_J.  Pesto 


3i8 


SUI    COVARIANTI    DELLE    FORME    A    PIÙ    VARIABILI. 


si  sostituiscano  nel  covariante  cp,  in  luogo  delle  x, ,  x^,  ...  x„ ,  le  espressioni 
^,   =  -^■,  ^.  +  ".,.  ^.  +    •    •   •   +  " ^n., 


:^    =  .r   X,  +  ;(      X   +  .  .  .  +  H      X , , 

^r»  HI  1         I  2,111  2         É  I  III,»!  Ili    ' 

e  si  s\-iluppi  15 (v,,  :^2,  ••■  O  '-o^  mez/io  della  formola  di  Taylor.  Si  avrà: 
essendo  s  il  grado  di  9  rispetto  alle  x^ ,  .v, ,  .  .  .  .v„,  ed 


p.  =  », 


+  «,..;>—+  ■•■  +  ".v,-^;r. 


osservando  perù  che  nell'eseguire  le  operazioni  P, ,  P, ,  ...  debbonsi  ritenere  le  quan- 
tità 11^^  come  costanti  rispetto  alle  x^,  x^,  ...  x,„  ;  cioè  che  quei  simboli  di  operazione 
affettano  soltanto  il  covariante  <p. 

Ora,  !  coefficienti  (/;, ,  /;, ,  ...  /;,„)  sono  covarianti  della  forma  f.  Questo  teorema 
è  una  estensione  al  caso  di  più  indeterminate  dell'analogo  per  le  forme  binarie  dovuto 
al  sig.  Hermite  *).  Se  supponesi  che  il  covariante  ip  sia  la  forma  proposta  /,  i  cova- 
rianti (/;^,  /;, ,  ...  /;„,)  si  diranno  covarianti  associati  al  covariante  11^. 

Indichiamo  per  brevità  con  a,  b,  e,  .  . .  i  coefficienti  della  forma  /,  cioè  sia 


ed 


/(-v,,  -v,, 


,,)  =  («,  /',  '■,  --OC^', '  ^2'  ■■■  -O" 


(,/,  b,  e,  ...)a,,  ^,, ...  u"  =  a  ^^>  ì^,  e,  ■■■)(K,  A\, ...  xj", 


I  coefficienti  A,  B,  C,  ...  saranno  perciò  covarianti  associati  al  covariante  h,.  Sia 
ora  1^  (.v^ ,  .V, ,  ...  x„,)  un  covariante  qualsivoglia  di  /;  ponendo 


M  = 


X  ^      " , 
X,      11. 


II. 
u. 


X...       «, 


*)  Journal  tur  die  reine  und  nngew.indtc  M.uhematik,  t.  LII  (1856). 
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si  avrà  per  la  definizione  di  covariante  : 

A'FÒ(ia,  b,  e,  ...  i,,:^^,  ...  ^,„)  =  i  (/,  ^,  B,  . .  .  X^,  X,_,  .  . .  XJ  ; 
ma,  per  una  nota  proprietà  dei  determinanti  ad  eleni  jnti  reciproci,  si  ha  : 

supposto  essere  ;  il  grado  di  ii^  rispetto  alle  variabili  .v^ ,  .v,,  ...  .v„,  ;  quindi: 

fu^H^^-^^'lia,  b,  ...  ,-,,  -,,_,  ...  0  =  '}a  ^,  B,  ...  X,,  a;,  ...  XJ. 

Se  in  questa  equazione  poniamo  A',  =;  i ,  A',  ;=  A,  =  ...  =  A„,  =  o,  ottiensi  evi- 
dentemente che  :  Un  covariante  qualsivoglia  della  forma  proposta  molliplicato  per  una  po- 
ten:;ji  di  u^H"'~'  é  eguale  ad  una  jun:;jonc  ragionale  intera  dei  covarianti  associali  di  u^. 

Pavia,  marzo  1S58. 

[Pi.]. 


XLIX. 

SULLE  EQUAZIONI  DEL  MOLTIPLICATORE  PER  LA  TRASFORMAZIONE 
DELLE  FUNZIONI  ELLITTICHE. 


Annafi  di  ^latj^tìtatica  punì  ed  appìirnln,  serie  I,  tomo  I  (iSjS),  pp.  175-177- 


É  noto  come  supponendo  //  numero  dispari  si  soddisfi  all'equazione 

mediante  la  sostituzione  y  =z  — ,  nella  quale  U,   V  sono  due  polinomj  in  .v  dei  ^radi 
n  ed  H  —  i;  e  come,  ponendo 

K=  r      '^''"  K'=  f       '^-^ 

F  +  r  =  i,-    0.  =  '"^'+'"'^^", 


dove  VI,  m'  sono  due  numeri  interi  ed  /  =  |'' —  i,  si  hanno  le  relazioni: 

l  fi  ^=  k*  sen  coam  4&i.  sen  coam  8  w  ...  sen  coam  2  (;;  —  i)  io  , 
f  \ 

i    /-       j  A        x^       senam  4w.  sen  am  8  co  ...  senam2(« —  i)(o 
\     '^        [/  ^        '       sen  coam  4  w.  sen  coam  8  co  ...   sen  coam  2  {11  —  i)  co  ' 

Se  il  è  numero  primo,  si  hanno  u  -\-  i  trasformazioni  dell'ennesimo  ordine  differenti 
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fra  loro,  le  quali  corrispondono  a^^li  ;/  -)-  i   seguenti  valori  di  o>  : 

K        ìK'       K-\-iK'       K-J-2ÌK'  K-\-(n  —  i)iK\ 


Il  II 


e  questi  sostituiti  nelle  (i)  danno  /;  -|-  i  valori  corrispondenti  pel  modulo  /.  ed  h -|-  i 
pel  moltiplicatore  ;^.  Quindi  le  equazioni,  le  radici  delle  quali  sono  quegli  //  -|-  i  va- 
lori di  >.  o  di  x^,  saranno  del  grado  «  -j"  i.  Le  prime  equazioni  sono  denominate  equa- 
zioni del  modulo  o  modulari;  alle  seconde  daremo  il  nome  di  equazioni  del  moltiplicatore. 
Indicando  con  :^, ,  ^^,  ...  ;(„^,  gli  n -\-  i  valori  del  moltiplicatore,  e  con  A,,  A^, 
A.,  ...  i  valori  della  funzione  completa 


A=  r--_£f_ 


1 

corrispondenti  agli  ii  -\-  i   valori  del  modulo,  si  hanno  le 

=c,  =(-0  -  V'    ^= 


K  '      ^=  —   A"     ■  ■  •     ^■'-  ~    K   ' 

ovvero,  osservando  essere  (^Fniuìaiiiciita  Novn,  pag.  184): 

'  oc 

si  avrà  per  un  teorema  di  Jacobi  *)  dimostrato  da  L.  A.  Sohxcke  **)  : 

ed  i  valori  di  1;^,,  j'-,,  ...  si  otterranno  ponendo  nella 

_1_             _1_               J_  J_ 

in    luogo  di   /)    ordinatamente  1^"  ,  ocij"  ,  v.'  q"  ,  .  .  .  oC'~\j"  ,  essendo  a  una  radice  del- 


*)  A'o/t  sur  les  foitclions  liUipliijues  | Journal  fùr  die  rcinc  und  angewandte  Mathcmatik,  t.  Ili 
(1828),  pp.  192-195  (p.  i93)J. 

**)  AmiiuUioius  iiiodidurcs  prò  iraiHjonuatioiie  finutioiiiiiii  dlipticarnvi  |Ibid.,  t.  X\'I  (1837), 
pp.  97-150  (p.  io5)J. 
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l'equazione  x"  —  i  =  o.  Questa  proprietà  dei  moltiplicatori  fu  s.iì  dimostrata  dall'ABEL, 
ma  inesattamente  quanto  al  primo  di  essi  *). 

Ora  la  sommatoria  V'  q  "    può  decomporsi  nel  modo  seguente  : 
22q''    =  l  +2if  -\-2  ,y^"  +  2  ,/"  +   .  .  . 

-\-2q^  +  2?^'"-'^  +  2^-^'     +  2?-^'— '^  2^^'--'^+   .    .    . 

+  2q^  +2  q^'-''  +  2  <?-'"-'^    +  2  <;^-'-'=  +  2  q^^--%   .    .   . 

-L(':!ziV  2Jl:iL\-  l/i:!:zlV-  J_/i:ii!\^  Wi''-'y 

■j-2q"y'  ;_|_2,/^   ^  ''4-  2./^    '    ^4-  2</"V  ^    ^-f-  2(/^^^+   ...  ; 

per  cui,  ponendo  per  brevità  : 


m  .}t!m^-^2rni 


si  avranno  le  seguenti  relazioni  : 

^"l-,  =  ^.  +  '-J,  +  ^^^.  +  . . .  +  «^"^^"^^, 

e  analoghe  espressioni  per  ]':■  ,  \\.,  .  .  .  ponendo  in  quest'ultima  x',  a',  ...  in  luogo 
di  a.  Questa  importante  proprietà  delle  radici  delle  equazioni  del  moltiplicatore  venne 
pure  enunciata  da  Jacobi  **). 

Quindi,  supponendo  /;  =  3  le  A^^,  A^  dovranno  soddisfare  a  due  equazioni  di  con- 
dizione; le  quali,  essendo  per  questo  caso 

-4_ér  +  8(i  _2F)^-3  =  o 


*)  Sur  li  twnibre  dis  transformations  différenUs,  qu'on  petit  fuire  subir  à  une  fonction  dliptùjue 
par  la  siibst'Uulion  d'um  fonction  donnei  de  premier  degré  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Ma- 
theniatik,  t.  Ili  (1828),  pp.  394-401  (p.  400)].  —  CEuvres  compUtes,  t.  I,  p.  515. 

")  Suite  des  notices  sur  Ls  fouctions  ellipli.jujs  [Ibid.,  t.  Ili  (1828),  pp.  303-510  (p.  508)]. 
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l'equazione  del  moltiplicatore,   risulteranno  : 

^Mò  +  ^0  =  i>         8<-  ^oAl^l  -A',  =  8(1  -  2k'-). 
Cosi  per  n  ^  5,  essendo  l'equazione  del  moltiplicatore  la 

-^'  -  10^'  +  35^^  -  60-'  +  s5l'  -  2(13  -  rk'k-')-,-\-3  =  0, 
o  più  semplicemente  la 

dal  confronto  dei  coefficienti  si  otterranno  le  relazioni  : 

< + ^^.-'.  =  i>    "  -/:  - 15^:  +  j-'o  +  M^i  +  ^D  =  h 

494^r  -  "704  +  5040-/:  -  5880^:  +  1890  J;  -  22E  JliAl  +  AO 

+  i2o.J'(J;  +  ^])  +  360 .^„0^;  +  ^D  +  -^r  +  ^r  =  574  -  2^i-U^'% 

od  altre  dipendenti  da  queste.  Mostreremo  in  un  prossimo  lavoro  alcune  conseguenze 
di  queste  proprietà  delle  equazioni  del  moltiplicatore,  e  come  dalle  medesime  si  pos- 
sano fitr  dipendere  i  risultati  ottenuti  recentemente  dal  sig.  Hermite  *)  intorno  la  ri- 
soluzione della  equazione  del  quinto  grado. 

P.ivia,  ni.iggio    1858. 

[Tn.]. 


*)  Sur  la  ri'solutioti  de  l'iqitalion  dii  ciiuiuicnii    dcgré    [Comptcs    renJus    des    séances    de    l'Aca- 
dcmiL-  des  Sciences,  t.  XLVI  (1858),  p.  508]. 
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Annali  di  ?Iatemixtica  purtt  ed  applicata*  serie  Ij  tomo  I  (jSsS)  pp.   1S2-183. 


Lemma. — Le  n]  quantità  a.^_^  sieno  legate  ad  altre  n^  quantità  «,^  dalle  ^ ^ 

equazioni  : 

Siccome,  indicando  con  H  il  determinante 

deducesi  dalle  medesime 

a    dH 


si  avranno  anche  le  seguenti: 


"o"- 


•)  Rivista    bibliografica:    Tschebischeff,  Sur  une  formuli  d'Analyse  [Journal  fùr   die 
rane  und  angewandte  Mathematik,  t.  LUI  (1857),  P-  286]. 
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Sieno  /(.v))  ?(-^')  'lue  polinomj  rispettivamente  dei  gradi  n,  11  —  i,  non  aventi 
fattori  comuni.  Supponiamo  che,  sNÌluppando  in  frazione  continua  la  frazione  .,  {  ot- 
tenmsi  : 


?w 

1 

/(•o  " ,  . 

1      ' 

Il 

'  ?^+-. 

■+;. 

AT,            N, 

^„-. 

D   '          D, 

?                   '     '     • 

A,_. 

e  che 


sieno  le  ridotte  successive  di  questa  frazione  continua.  Indicando  con  r_ ,  r^,  ...  i  re- 
sidui della  divisione,  e  con  x, ,  x,,  .  ..  .v„  le  radici  dell'equazione  /(a-)  =  o,  si  ha,  come 

è  noto, 

,(.v)  =  (_iy(oD  -/iV,), 
e  quindi  : 

Ora,  i  polinomj  i\ ,  D^  essendo  rispettivamente  dei  gradi  »  —  s  —  i   ed  5,  si  avranno 
le  equazioni  : 

essendo  a^^^  il  coefficiente  di  .v  nel  quoziente  q^_^/,  ossia  per  la  (i): 

Applicando  a  questo  caso  il  Lemma  superiore  si  ottengono  le  relazioni  : 

«.  -  ^.  ^,  (-\)  D,  (x.)  +  .^  D,  (.V,)  D,  (.V J  -...+(-  I)"-  a„  Z)„_.  (.V,)  A,_.(-v.)  =  o , 

dalle  quah  deducesi  facilmente: 
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+  (-  I)"-  a„  D,^_.  (.v)  ^ .;  (.V,)  Z)„_.  (.V,  )|r[;J^]  =  •;  (X,)  ; 

e  supponendo  y  (-v)  Ji  grado  <^  n,    dividendo    per  (.v  —  .v^)/'(.vj  e  sommando  giun- 
gesi  alla  formola  d'interpolazione: 

^  (.V)  =  ^,  5^  i  (.V  )|^]  -  a,  Z).  (.V)  5:  '^  (.V.)  i),  (x:)j^  +  ... 

Questa  formola  coincide  con  quella  enunciata  dal  sig.  Tschebischeff  ponendo 

?(v)=/'(-v). 

[L.]. 


LI. 

SULLA  SIMULTANEA  TRASFORMAZIONE 
DI  DUE  FORME  QUADRATICHE.  *) 


A.iuiali  di  yratfniatìca  ptirii  pi1  applicata,  serie  I,  tomo  I  (1858),  pp.  ajo-Z);. 


I.  Il  problema  della  simultanea  trasformazione  di  due  forme  quadratiche,  cioè  della 
trasformazione  di  esse  mediante  una  stessa  sostituzione  lineare,  fu  già  scopo  alle  ri- 
cerche di  Jacobi  e  di  Cayley  **).  Il  sig.  Weierstrass  considera  nuovamente  questa 
importante  questione,  e  la  risolve  anche  in  un  caso  non  contemplato  da  quegli  autori. 
Crediamo  opportuno  nel  render  conto  dei  risultati  ottenuti  dal  sig.  Weierstrass  di  far 
conoscere  in  molta  parte  anche  l'analisi  per  la  quale  giunse  ai  medesimi. 

Si  considerino  le  tre  forme  quadratiche  ad  ;;  indeterminate  x^,  x,,  ...  x^: 

"  "^  2l  5^  a,,,  Xr  -•^■., .     ^  =  5l  5]  S,=  ^r  -^', ,     «■  =  6  «  —  V  =  2l  2^  ^^'  ■''''  ■^'  ' 
e  si  indichino  ordinatamente  con  A,  B  i  determinanti: 


*)  Rivista  bibliografica:  Weierstrass,  Uiher  chi  àie  homogenen  Functionen  \weilcìi 
Grades  hilreffmdes  Tbionm,  nchst  Anii'endung  dessclben  auf  die  Theorie  der  Ucimn  Sclnciiiguiigen 
[Monatsberichte  der  Kònigl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin,  a.  1858,  p.  207]. 

*•)  Jacobi,  De  Innis  quibusìibet  fundionihus  homogeneis  secuiidi  oidinis,  etc.  (Journal  iùr  die  reine 
und  angewandte  Mathematik,  t.  XII  (1834),  p.  i].— Cayley,  On  the  simuUaneous  Transformat  ioti,  etc. 
[Cambridge  and  Dublin  Mathematica!  Journal,  s.  II,  t.  IV  (1849),  P-  47-  —  The  Quarterly  Journal, 
t.  II  (1858),  p.   192]. 

BRioscHi,   tomo  I.  ^^ 
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,^         .....         .dJ         dB  . 

e  con  a     ,  B      i  determinanti  minori  ^ — ,  ^^-, —  e  con  it  ,  v, ,  w,  le  espressioni  : 
r,!'  rr,!  da, ,     db,. 


T.s  r.ì 


1  du  1   dv  i3k/ 

2  d .\\'  2    0 -V, '  2    d .\\ ' 

Dalle  equazioni: 

".   =  '^.„-^'.   +  ":,.^2  +    •  ■  •    +  ",.v-'^'..  (5  =  I,   2,   ...   «) 

dedotti  i  valori  delle  .v_ ,  x^,  ...  .v_^ ,  cioè 

si  sostituiscano  nelle 
si  avranno  le 

(2)  "  =  'z5ii°'-^-'"'""    ^'  =  ^2i5i'-^'^''"'- 

Ora  le  equazioni  : 
d.inno  anche 

(3)  -V,  =  ^  2:  '^^'  ^'-  =  -jl:  '^-  ^^  ">  -  ^^)  ' 

ossia,   osservando   essere    B,  'p^^  due  funzioni  intere  di  0  dei   gradi  n,  n  —  i,  svilup- 
pando il  secondo  membro  secondo  le  potenze  discendenti  di  6,  si  avrà  : 

-V. = ^c + 4"  +  •  ■  •  ' 

nella  quale  A^  è  evidentemente  eguale  a 

Quindi,  se  riteniamo  che  le  iiKÌeterniinate  .v^ ,  .v^ ,  ...  .v,_  sieno  definite   dalle  equazioni 
(i),  il  secondo  membro  della  (3)  dovrà  essere  indipendente  da  0,  e  si  avrà: 

ossia 

per  la  quale  e  la  (4)  lo  equazioni  (2)  diventano  : 
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Supponiamo  dapprima  che  la  equazione  BQi)  —  o  non  abbia  radici  multiple;  in  questo 
caso,  indicando  con  0_ ,  0, ,  ...  6^^  queste  radici,  si  hanno  le  note  relazioni  : 


per  cui,  ponendo 

si  avranno  le  trasformate: 


"=P,+P.+  ■■■  +A., 
^^'^,P.  +  KP.+  •••  +KP,.- 

Le    espressioni   />, ,  p, ,  ...  sono    quadrati  di  funzioni  lineari  delie   u^,  ii, , 
quindi  delle  .v_ ,  a-,  ,  ...  .y_,  ;  infatti,  dalla  teorica  dei  determinanti  si  ha  che 

ora,  osservando  essere  [i^  ^  :=  [i^ ,. ,  ponendo  in  quest'ultima  0  ^  0^^^  si  avrà  : 


per  cui  si 

avri  : 

P,..-- 

=  (\. 

,",  +  >-. 

essendo 

(0 

K..„  = 

ed  inoltre 

per  la 

(0^ 

(7)  ^,  =  \..y.  +  \j.+  ■■■  +\.y,.- 

I  valori  (6)  dei  coeiScienti  della  sostituzione  lineare  (7),  nella  supposizione  che  la 
equazione  5(0)  =  o  non  abbia  radici  eguali,  coincidono  con  quelli  determinati  con 
metodi  differenti  da  Jacobi  e  da  Cayley  nelle  memorie  citate. 

2.  Il  sig.  Weierstrass,  considerando  in  seguito  il  caso  nel  quale  l'equazione  5  (0)^o 
ammetta  radici  multiple,  dimostra  il  seguente  teorema  : 

«  Se  la  forma  quadratica  n  non  può  annullarsi  per  valori  reali  delle  indetermi- 
«  nate  .v, ,  .v^ ,  ...  .v„ ,  fuorché  nel  caso  in  cui  le  medesime  sieno  tutte  eguali  a  zero, 
«  una  radice  dell'equazione  5  (6)  =z  0  multipla  secondo  il  numero  [i.  sarà  radice  del- 
«  l'equazione  P,  j(^)  ^^  *^  multipla  secondo  il  numero  u.  —  i  ».  Allontanandoci  dalla 
via  seguita  dall'Autore  faremo  dipendere  la  dimostrazione  di  questo  teorema  da  alcune 
note  proprietà  delle  forme  quadratiche. 
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Osserviamo  dapprima  che,  indicando  con  yl^  il  determinante 

la  condizione  alla  quale  deve  soddisfare  la  lorma  u  equivale  al  dover  essere  i  termini 
della  serie 

tutti  positivi  (o  negativi).  Infatti  è  noto  che  la  forma  /(  equivale  alla 

A  A 

■^  I  ''  ti— I 

nella  quale  ;^, ,  x^->  ■  ■  ■  \„  sono  forme  lineari  delle  x^,  x^,  .  . .  .v„;  ne  risulta  che,  se  le 
quantità  A,,  A^,  .  .  .  sono  tutte  positive  (o  negative),  la  forma  u  non  potrà  annullarsi 
che  annullandosi  tutte  le  x^^,  ;(, ,  ...  ~,, ,  e  quindi  tutte  le  .y_  ,  x,,  ...  x^^.  Ciò  posto 
il  teorema  del  sig.  Weierstrass  può  dedursi  come  corollario  del  seguente,  dovuto  a 
Sylvester  *)  : 

Si  indichi  con  £,.  il  determir.ante 

X^±^-^^  •■•  ^-)' 

e  suppongasi  che  i  coefficienti  delle  più  alte  potenze  della  0  nelle  equazioni 

ii^'O^o,     5,(0)  =  0,     ...     BX'))  =  o,     ...     5„(0)  =  5(0)  =  o, 

cioè  i  determinanti  A^,  A,,  ...  A^^  sieno  tutti  positivi  (o  negativi).  Le  radici  della  equa- 
:iioi!e  B^  ^  o  sono  tulle  reali,  e  comprese  rispellivanieiile  :  fra  -\-co ,  le  successive  radici 
(^discendenti  in  ordine  di  grandei:^a)  dell'equazione  B^_^  (6)  =  o,  e   —  co  . 

Ne  segue  che,  se  la  equazione  5,  =  5  (0)  =z  o  ha  p.  radici  eguaU  a  0^^^,  la  equa- 
zione i5„_,  =  (i„  „(6)  =  o  od  evidentemente  in  generale  la  'Ì^,X^)  =^  °  ^^'''^  (^  —  ^ 
radici  cj-uali  a  6  ;  e  la  equazione  B  ,(0)  =  o  o  più  generalmente  la  vi — =ri —  =  0^ 
avrà  [ì.  —  2  radici  eguali  a  0__;  per  cui  in  causa  della  (5)  il  jiolinomio  1^,5(0)  'con- 
terrà il  l'attore  (0  —  0^,,)''  '>  '^^oc  h  equazione  P, ,  (^0  ^^  *-•  ammetterà  la  radice  6,,,  mul- 
tipla secondo  il  numero  [j.  —  i. 

Supponiamo  : 

7j(0)  =  A(l)  —  <ìj'  (lì  —  yj''-'  ...  (0  —  0,)*'' , 

cp(0)  =  J(0-fO(0_0J  ...  (0-0,); 


*)   The  al^cbiiticd   'fhi'cry  of  ihit  Sccitlar-incquality    Deta  iiiuiaritive    Eqiiation    gcncr^ili^cd  [Philo- 
sopliic.il  M.ngazine,  t.  II  (1852),  p.   138]. 
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sari 

essendo  h^ ,  (6)  un  polinomio  del  grado  /  —  i .  Ora 

quindi  : 

per  le  quali,  ponendo 

fi    =^    >'    >'     ''  ^  "'<  Il  II 
z_Z.o'(OJ     ■•  " 

risulteranno  le 

Osserva  da  ultimo  l'Autore  che,  supponendo  essere  u.  il  grado  di  multiplicità  della  ra- 
dice 6  ,  la  forma  quadratica  ^,„  eguaglierà  la  somma  di  (x.  quadrati  di  funzioni  lineari 
delle  u^,  il,,  ...  !<„  e  quindi  delle  .v, ,  .v, ,  .  .  .  A",,;  la  quale  proprietà,  come  è  noto,  è 
una  conseguenza  della  seguente  relativa  ai  cojfEcienti  b^^^  Qi^J  della  torma  quadratica 
stessa  :  ;"/  detcrmiiianlc 

e  tulli  i  determiìiahti  minori  del  medesimo  degli  ordita  primo,  secondo,  ...  (;ì  —  [x  —  iys:mo 
si  annuìlauo  ponendo  in  essi  0  =  Q„, . 

Consideriamo,  per  esempio,  il  deternùnaiue  minore 

per  la  (8)  si  avrà: 

ma  dalla  teorica  dei  determinanti  è  noto  che  5^^,  è  divisibile  per  B^;  quindi,  indicando 
con   0  il  quoto,  si  avrà: 

o,  ponendo 


^-'i^-'^'"      (fi-KY 
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sarà  : 

per  la  quale: 

Analogamente  si  dimostrerebbero  nulli  tutti  i  determinanti  degli  ordini  accennati.  Ora, 
se  trasformiamo  la  forma  quadratica  ^,„  mediante  una  sostituzione  lineare  qualunque 

in  un'altra  : 

« 

I 

la  quale  contenga  i  soli  quadrati  delle  nuove  variabili,  si  avranno  le 

(9) 

essendosi  posto 

Il  determinante 


X(+^..  ^-••-  u 


ed  i  determinanti  minori  del  medesimo  degli  ordini  primo,  secondo,  ...  (h  —  [y.  —  i)esimo 
saranno  quindi  nulli,  e  per  le  (9)  dovranno  essere  nulle  tutte  le  combinazioni  a 
[V.  -j-  I  ;i  y-  +  i>  a  y--\-  -  '1  [-'-  +  2,  .  .  .  ad  il  ad  ;;  delle  quantità  </, ,  q,,  .  .  .  (J„  ;  cioè 
dovranno  essere 

ed  m  conseguenza 

Le  trasformate  delle  forme  quadratiche  11,  v  saranno  perciò  composte  anche  in  questo 
secondo  caso  di  somme  di  11  quadrati  di  funzioni  lineari  delle  indeterminate  x^ ,  .v, ,  . . .  x,, . 

Giugno  1858. 

|G.]. 


LII. 
SULLA  RISOLUZIONE  DELLE  EQUAZIONI  DEL  QUINTO  GRADO.  *) 


Attuati  di  ^lateittatica  pttra  ed  aiiplifata,  ier:e  1,  turno  1  (185S),  pp.  256-259,  326-528. 


I.  In  una  Nota  u  Sulle  equazioni  del  moUiplicalore  n,  ecc.  [XLIX,  pp.  321-324] 
abbiamo  dimostrato  che  le  radici  quadrate  delle  radici  della  equazione  del  moltiplicatore 
corrispondente  ad  una  trasformazione  d'ordine  11  primo,  si  ponno  esprimere  linear- 
mente per  — ~ —  quantità  A^,  A^,  ...  A,,_, .  Considerando  per  ora  in  particolare  l'e- 
quazione del  sesto  grado 

(i)  ^'=  +  rt,t -f  j^5L'-f  ...  +<7.^  +  fl,  =  0 

corrispondente  alla  trasformazione  di  quinto  ordine,  ed  indicando  con  :(, ,  :(, ,  ...  :^^  le 
radici  della  medesima,  si  avranno  le 

(V^=^„|/7,  vT2   =   -'o+-'.   +  -'2.  t/^5  =   ^0+'-^.   +   ='^-^2, 

(  l'T,  =  ^o  +  ^'^.  +  ^'^2 ,   /?5  =  -'o  +  ='-"''^.  +  ^-^^  >   l^r^  =  -?o  +  =c  '^.  +  a^^ , 

nelle  quali  a  è  una  radice  immaginaria   dell'equazione  a'  — 1  ^0,  e  le  A^,  A^,  A^ 
hanno  i  valori  trovati  nella  Nota  citata. 

Se  mediante    queste   espressioni  delle  radici  si  formano  i  coefficienti    della  (i),  si 


*)    Rivista    bibliografica:    Hermite.  Sur  la  lèsolidicn  di  l'équation  du  cinquicnu  degri 
[Comptes  rendus  des  séances  de  l'Acadéinie  des  Sciences,  t.  XLVI  (1858),  p.  508]. 
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Ottengono  facilmente  le  relazioni  : 

i^a^  =  — 10  A,  a^=.^^A\  a,  =  —  6o^'-|- io  5, 

^'^   \a=S5^'-ìoAB,    a^  =  -26A>-{- 30  A' B-C,     a,  =  ^  {A'' -  By , 

essendosi  posto  per  brevità  : 

^A  =  Al-^A^A^,     B  =  S  AIA^A^  -  2  AiA\A\  +  A\A\  -  A^Al  +  A^ 

(4)  C  =  3204:^:^:  -  160  AIAIA:  +  20  AIA]  Al  +  (>A\A\ 

(  -^AXl^Al  -  20  AIA,  A^  +  5  A]Ai)(A\  +  -?D  +  <  +  <°  ■ 

Ma  è  noto  che  per  «  ^  5  l'equazione  del  moltiplicatore  è  la 

-'  -  10^'  +  35 -'  -  60^'  +  55  ^^  -  2(13  -  2^i^r)^+  5  =  0; 
quindi  la  prima,  terza  e  quinta  delle  equazioni  (3)  daranno: 

(5)  A=i,         5  =  0,         C=  —  2'/c=r, 

e  le  altre  sono  soddisfatte  da  questi  valori.  Dalle  precedenti  relazioni  deduconsi  quelle 
che  abbiamo  date  nella  Nota  citata. 

2.  Poniamo  ora  : 

(^0     \  -^'i   =  (^4  -   O  (^i    -   l,)  (v,  —  ^J  .  ^  =  (v,  —  ^,)  (^6  —  ^4)  (^.  —  ^;)  . 

\  ^'s  =  (\6  ^i)(v  •^i)U;  ^4)' 

ed  esprimiamo    mediante  le  (2)  i  secondi    membri  di  queste    equazioni  in  funzioni  di 
A^^,  A,,  A^.  Si  hanno  facihiìente  le 

(7)     .x=]/JiB^-^yrB,+'.'B^+yJÌ.^+yJB;),  .v^=t/7(S^+a->5.+a5,+a^5^+..=5  ), 

(  ^H^(.K+--'B,^y.'B^^x^B.^+y.B;) , 

nelle    quali    B^  =  4  5  e  : 

B.  =    8  ^„^M:  -  16  JM;^,  _  2  ^.  J>  -  J:  +  4  AIAU 

B,  =  i6^^J=  —  16^^^;  +  AIA;  ~  ^A^^A^At, 
B^^i(>AlA\-iGAlA\  +  A\A\-^A^A\A^. 
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Sia 

^■'+/',-^'-{-  •••  +/',-v  +  p^=o 

la  equazione  avente  per  radici  le  .v, ,  .v, ,  ...  .v,  ;  ponendo  per  brevità  : 

P.  =  B,B^  +  B^B.^,        P^  =  B]B,^  +  B:B^  +  B:B^  +  B\B,, 

P  =B\B^  +  BIB^  +  BIB^  +  BIB.^  +  3  B,B,^B,^B^, 

dalle  (7)  si  hanno  le 

ma  pei  valori  superiori  di  fi, ,  5, ,  ...  rammentando  le  (4)  si  ottengono  le 

P,  =  2  (.:/  C  —  3  F),  P^  =  4  B(^  C  —  5  F),  P^  =  15  B^  -  ^^  C  +  2  ^B^  C, 

quindi  pei  valori  (5)  si  avranno  le 

^,  =  0,        p,_  =  2\yF-k-\        p,  =  o,        p^  =  2'\s'k*k'''- 

Da  ultimo  osservando  che,  indicando  con  !!(:;;,,  ì.^,  ...  :^,)  il  prodotto  delle  ditìerenze 
delle  radici  ;^j ,  ;^, ,  ...  :i^,  si  ha 

nX^,>  ..,•■•  0  =  5^2-À-«F«(i-4Fr)S 
e  che 

si  otterrà: 

/,^=-5=l7.2-èVr'»(i-4Ì^n; 

e  la  equazione  di  cui  le  radici  sono  le  (6)  sarà  la  seguente  *): 

la  quale,  ponendo 
riducesi  alla  forma  : 

^^  2  2it^r 


*)  In  una  nota  ad  un  articolo  «  Sur  la  résoìulion  di  l'èquation  du  quatriéme  degré»,  pubblicato  nd 
Campus  Rendus  del  12  Aprile  185S  (t.  XLVI,  p.  715),  il  sig.  Hermite  riferisce  le  equazioni  del  molti- 
plicatore per  la  trasformazione  d'ordine  quinto,  settimo  ed  undecirao;  ed  anche  questa  equazione  cal- 
colata dal  prof.  JouBERT. 

BRioscai,  tomo  I.  43 
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Le  radici  x^,  x^,  ...  della  equazione    superiore  ponno  esprimersi    in  causa  dei  valori 

delle  Ti  ,  X,-,  ■  ■  ■  trovati  nella  Nota  citata  nel   modo    seguente.   Attribuendo  a  X  ed  a 

'  K' 

K'  l'ordinaria  significazione,  facciasi  w  =  z  -^  ed 

/(co)  =  (5..-="); 

\     co  ' 

si  avranno  [XLIX,  pp.  321-324]: 

^-=7^/(5'-)'  ^^^/^-/(y)'         ^'=;Ì)A^')' 

^4=7^)/(^V^)'     ^'=/èry(~5~)'     ^'^m^\l~r  ' 

per  cui,  ponendo 
risulteranno  : 

Da  queste  si  deducono  analoghe  espressioni  per  le  radici  0^,  0^,  ...  della  (8). 

3.  La  ottenuta  risoluzione  dell'equazione  (8)  conduce  a  quella  di  una  equazione 
qualunque  del  quinto  grado.  Infatti  è  noto  *)  avere  il  sig.  Jerrard  dimostrato  essere 
possibile  di  ridurre  una  equazione  del  quinto  grado  alla  forma: 

{<))  6' ^0^— a  =  o; 

se  quindi  il  modulo  ];,  corrispondente   alle    funzioni  K,  K',  si  determina  in  modo  che 

risulti 

(io)  (i  — 4/c^/c'7=  2flFr, 

la  (9)  viene  a  coincidere  colla  (8).  Dunque,  assumendo  pel  valore  di  k  una  qualsivoglia 
delle  radici  dell'equazione  (io)  e  sostituendo    il   medesimo  ed  il  valore  corrispondente 


*)  Jerrard,  Mathevialkal  Rcscarches  (Bristol   and   London,  1834).  —  Hamilton,   Rcports  oi'  the 
British  Assocùition,  t.  VI  (1836).  —  Surret,  Coiirs  d'Algebre  supcricure.  Note  V. 
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di  w  nelle  espressioni: 

'"     2    (^  S^'-2n'k"-  /(w)  ^  (r_I,  2.  ...   5), 

si  otterranno  le    radici    dell'equazione  (9),  alla  quale  può    ridursi   ogni    equazione  del 
quinto  grado. 

Giugno  1858. 


APPENDICE. 

La  equazione 

X  (x^  +  f.  2'  F  k'y  =  f  \^.  2"  t  k'^  (1-4  p  k") , 

che  ha  per    radici   le    espressioni  (6)  o  (7),  trasformasi   per    mezzo   della  sostituzione 

nella 

(i)  y''  +  5^"ìi"y  -  2FF(i  -  2F)  =  o. 

Questa  trasformazione,  comunicatami  dal  sig.  Hermite,  induce  a  credere  che,  non  solo 
le  Xj ,  .V, ,  .  . .  ,  ma  anche  le  ^Ic^ ,  f^.v, ,  .  . .  sono  funzioni  determinate  di  q.  I  valori  delle 
quantità  B^,  B^,  ...  trovati  nell'articolo  sucitato  dimostrano  la  sussistenza  di  questa  pro- 
prietà. Infatti  le  quantità  B^,  B^,  B,,  . . .  si  possono  esprimere  in  funzione  delle  quattro  : 

C^  =  2A^A]-A\  C,  =  -(2A,A:-A0, 

nel  seguente  modo  : 

B^  =  -  2(Qa  +  e,  Q,      5,  =  -  (C;  +  2  C.  C),      B,  =  -  (C;  +  2  C,  C,) 
^3  =  -  (C:+  2  QC,),        5  =  -  (C:  +  2  QQ. 
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Ora,  sostituendo  queste  espressioni  nelle  equazioni  (7)  si  ottengono  evidentemente  le 

.v.  =  -t/7(C;+C.+  C,+  C,J,     .v,  =  -t/J(aC;+a^C.  +  a'Q  +  a^Cy,    ecc., 

dalle  quali  deduconsi  i  valori  di  j/.v_ ,  |(x7,  .... 

Questi  valori  diano  per  le  radici  dell'equazione  (i)  le  espressioni  : 

y,  =  i(Co-hC,  +  e;  +  C),  y^  =  ^  (=^C;+  a^C.  +  a'C,+  a^C), 

4  '  4  ' 

4 

Si  può  giungere  anche  direttamente  a  questo  risultato  osservando  che,  se  rappresentasi  con 

y'  +  ?,)''+  •••  +  '/s  =  o 
la  equazione  di  cui  le  radici  sono  y^,  y,,  ...  y  ,  e  si  pone  per  brevità: 

pei  valori  superiori  di  ;y,,  j, ,  .  ..  si  hanno  le 

Ora  pei  valori  di  C^ ,  C^,  ...  risultano  : 

e   Q     identicamente  eguale  a  zero;  quin.di  pei  valori  (5)  delle  A,  B,   C  si  hanno  le 

Da  ultimo  pel  valore  di  n'(^,,  Z.^^  ■■•  \d  trovato  nell'articolo  suddetto  si  avri  : 

per  cui  l'equazione  di  cui  le  radici  sono  le  y^,  y^,.--  sar.\  la  (i). 

È  assai  rin.archevole  la  relazione  che  ha  luogo  tra  le  equazioni  (1)  e  quella  data  dal 
sig.  Hkrmite    nel  suo    lavoro    «  Sur   la    résolittion   de    ì'équation  du   ciiiijnièinc   dcgré  » 
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1 

(loco   citato).  Ponendo  j  =  X|'  —  5  k'k''  nella  (i),  si  ottiene: 

e  mutando  in  questa    la  k  in  -p-  si  giunge  alla 

k 


si'?  ^■■'^ 


la  quale  è  l'equazione  del  sig.  Her.mite. 
Settembre  1858. 


[G.]. 


LUI. 

SULLE  FUNZIONI  BERNOULLIANE  ED  EULERIANE  *)• 


Aiutati  (li  Matematica  j}uva  etl  appticaiOf  .'.trie  I,  turno  I  (1858),  pp.  260-265. 


È  noto  che  i  coefficienti  A^,  A,,  .  . .  della  prima  delle  due  serie  trigonometriche  : 

Ax     ,    A-,.\'    ,    A,x^ 


tang.v=    jj^ 


,    Ax'     ,    A.x''    , 
sec.V  =  I  +  -j^  +-^—  +    ...  (nr=i.  2,   3   ...  r) 


hanno  coi  numeri  Bernoulliani  B^,  B,,  ...  h  relazione 


^'=^-(^^^- 


zr—i 


n  prol.  Ra.\be  **)  ha  denominato  fifL'm/n' ed  indicato  con  £", ,  E^,  ...  i  numeri  che 
hanno  coi  coefficienti  A^,  A^,  ...  della  seconda  serie  la  relazione  : 

I  coefficienti  A  ad  indice  dispari,  e  quindi  i  numeri    Bernoulliani,   possono    esprimersi 


*)  Rivista  bibliografica:  R.-^,\be,  M.-ithematische  MittheiJungen,  Zurich,  fase.  I  (1857), 
p.  31;  fase.  II  (1858),  p.  117. 

*•)  Zurùckfùhrung  einigcr  Suttiiiicn  und  bistiinmten  InUgraU  auf  die  /acofc-BERNOULLi  'sche  Function 
[Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  XLII  (1851),  pp.  348-367  (p.  566)]. 
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in  funzione  dei  coefficienti  A  ad  indice  pari,  cioè  dei  numeri  Euleriani,  osservando  che 
dal  confronto  dei  coefficienti  delle  stesse  potenze  di  .v  nelle  identità  *) 


tans;  x  =  cos  .v  — ; — ,        tana;  x  =  sen  .v  sec  .v 
"^  dx    '  "^ 


A, 


d  sec  X 
tang  X  =  cos  x 

si  hanno  le 

^„.=^.,-(::z;)^.._.+(;::;)4,-.-...+(-.)-C'r') 

essendo 

(^\^ 'Il . 

\r  }       li r .  11  (i  —  r) ' 

e  queste  sottratte,  la  seconda  dalla  prima,  danno  fra  i  numeri  Euleriani  la  relazione  : 

alla  quale,  ponendo 
può  darsi  la  forma  : 

Pei  numeri  Bcrnoulliaiii,  ponendo 

si  ha  la  analoga  relazione  **)  : 

"  '^  "^  TlT  +  ITT  "^  ■  ■  ■  "^  11(2;  —2)  "^  ll(2r  — i)  ^  "• 


*)  ScHLòMiLCH,  Dh'eìoppement  d'une  formule  qui  donne  en  ni'me  tenips  les  nombres  de  Bern'OULLI 
et  les  coejjìcknts  de  la  sèrie  qui  exprime  la  secante  [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
t.  XXXII  (1846),  pp.  360-364.1. 

**)  DiENGER,  Die  Lagrange'ìc/ji;  Formel  und  die  Reihensummirung  durch  dieselhe  [Journal  fùr  die 
reine  und  angewandte  Matliematik,  t.  XXXIV  (1847),  pp.  75-100  (p.  91)1.  —  Maemsti^n,  Sur  la  for- 
mule h  h[  =  a  «, \u[  -) ! Ah" 5- A  u"  -f  . . .  |Ibid.,  t.  XXXV  (  1847),  pp.  55-82 

-  ^ •  ^  ^*  2'  >•  4 

(p.  6o)J. — Bellavitis,  Sulle  serie  di  numeri  che  comprendono  i  Ihrnoulliuni    [Annali    di    Scien/.e   Ma- 
tcmaticlie  e  Fisiche,  t.  IV  '1853),  pp.   108-127  (p.   I2i)l. 
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Se  indichiamo  con  A,  il  determinante 


^, 

I 

0 

.    .   0 

0 

«. 

^: 

I 

.    .    0 

0 

«r_, 

"r-2 

•  •  '^, 

I 

«r 

«r_. 

^r-,     ■ 

.  .  a^ 

a 

c,-rit 

f-nri     n 

I 

,U] 

supponendo   per   brevità  di    scrittura  rt,  ^  ,  dalla  formola  (i)  deducesi 

£  =  U  2  ; .  A. . 


e  quindi 


Questa  forma  di  determinante  conduce  anche  alla  seguente  rappresentazione  dei  numeri 
Euleriani  : 

E  —niiYc-i)'"*' — 

2_^      ^     ii9,.ii<^,...n<;^ 


rt''n«= 


il  segno  sommatorie   dovendosi    estendere  a  tuae  le    soluzioni   intere   positive  o  nulle 
della  equazione  : 

1.-^  ^1z+  3^1;+  ■■■+>■  Ir  =  r 

ed  w  :=  9i  -|-  (^^  -|-  ...  -f-  q^ .  Una  espressione  di  questa  specie  pei  numeri  BernouUiani 
è  dovuta  al  sig.  Pergola  *). 


2.  Se  si  moltiplicano  fra  loro  membro  per  membro  le  equazioni  : 


I-  —  +  5.-^-5,-^+    ...        (2.:>v>-2r) 

2     '       '  n  2  -  Ilq    ' 


I 


ottengonsi  per  i  coefEcienti  di  .v'^  ed  .v'"'  nel   secondo    membro   dell'equazione   risul- 


*)  Sopra  lo  sviluppo  della  funzione 


i  sopra  una  nuova  espressione    dei   numeri   di    Ber- 


KOULLi  [Memorie  della  R.  Accademia  delle  Scienze  di  Napoli,  t.  II  (18,-7),  P-  3'5l  — Intorno  lo  svi- 
luppo di  questa  funzione  si  occuparono  I'Eulero  nel  Gap.  VII  delle  «  Institutiones  Calculi  differentialis  0 
ed  il  prof.  Gexocchi  nella  Nota:  «Intorno  all'espressione  generale  de'  numeri  BernouUiani»  [Annali 
di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche,  t.  Ili  (1852),  p.  395]. 

BRiosCHi,  tomo   I.  +4 
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tante  le  espressioni  : 


I           r    w^'^""           I       „^,    ,     i/2;-  +  i\„      ,,  I   /2;-  +  l\„      ,,_,    , 

n(2r-[-i)L20-+  0       2            ^2Vi/'  4\3/- 

ma,  il  prodotto  dei  primi  membri  essendo  eguale  ad 

ed  i  coefficienti  di  .v"'  ed  .v"'^'  nello   sviluppo    di   questa  espressione    essendo    ordina- 


tamente : 


ii^.[i  +  2=^  +  3^'+  •••  +('"-ir]> 

[1  +  2--  +  3--+  ...  +o„-iy-], 


n(2r  +  i) 

ne  risulta  che,  ponendo 

£"(.v)  =  i  +  2-  +  3-+ ...  +  (.v-ir, 

B\x)  =  1  +  2^'-  +  3--  +  . . .  4-  (.V  _  I)-- , 
si  hanno  le 

^  ''        2;-|-i        2         '2\i/'  '         2r       \2r  —  i  J     ' 

^  ■'        2(r-|-i)        2  2\       1       /    '  '         2;-       \2r  — 1/    ' 

Le  funzioni  B"(^x),  B\x)  sono  quelle  denominate  dal  sig.  \\.\kh¥.  juiìtjoìiì  BcniouUiane. 
Analogamente,  considerando  gli  sviluppi  delle  funzioni: 


I         ,t    ' 
1    +6- 

il  prodotto  delle  quali  è  eguale  ad 

I  —  e'  +  <;"  —  ...  —  e''"'-"' 
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dimostrasi  che,  per  le  espressioni 

F'(.v)  =  I  -  2"  +  3-  -  . . .  +  (2.V  -  ir, 

F(.V)  =    I   -   2"*-  +   3--'    _    .  .  .    +  (2  .V  _  I)--  , 

denominate  dal  sig.  Raabe  funxjoni  Euleriane,  sussistono  le  equazioni  : 
2--F(.v)  =  (4.V  -  ly-  -("■+')  f,  (4.V  -  i)^'-'  +  ■  •  • 

+  (-iy(-  3;  )ir.(4.v-o  +  (-o-  4;^,)  ^^^..■- 

II  prof.  Raabe,  nella  Memoria  del  t.  XLII  del  «  Journal  fùr  die  reine  und  angewandte 
Mathematik  »  ed  in  quelle  recenti  delle  «  Mathematische  Mittheilungen  »  di  Zurigo,  ha 
trovato  molte  interessanti  proprietà  di  queste  funzioni.  Notiamo  fra  esse  le  seguenti  : 

E'Xx)  =  2-[£"(.v+  ^)  -  5"(.v)],         F(.v)  =  B'iix)  -  r^-^BXx), 

le  quali  legano  fra  loro  le  due  specie  di  funzioni;  e  le  quattro  altre  : 


(2.y 

I 

RYv^        r       ,Y   2n(2r+  i)-^C0S2»7r.v  .y-      -g.^. 

„,.    .  .  ^,^,   2n(2r4-  l)v-COS2(2«  —  l)-.V     ,     ^         ,v2""'  —  I  p        . 

£(-v)  =  (-i)  ^3(7.^^2:    (2.-0—     +(-0-j7qrT^^-.' 

dalle  quali,  per  formole  note,  si  passa  alla  rappresentazione  di  quelle  funzioni  col  mezzo 
d'integrali  definiti. 

Luglio  1858. 

[Tn.]. 


LIV. 

LA  THORICxV  DEI  CU\"ARIANTI  E  DEGLI  INVARLVNTI 
DELLE  FORME  BINARIE  E  LE  SUE  PRINCIPALI  APPLICAZIONI. 

(M  o  n  o  g  r  a  f  i  a). 


Atiìiali  di  JTaU^matù'a  jpura  ed  applicata^ 

tomo  1  (1858),   pp.   296-309,   549-56:;  temo  II  (lS;9),  pp.  82-85,  -^i'-77;  tomo  III  (1S60),  pp.    160-168; 
tomo  IV  (1S61),  pp.    186-194  ■). 


GAP.  I.  —  Definmzioni. 


I.  Una  funzione  omogenea  di  due  indeterminate 


denominasi  forma  binaria  dell'ennesimo  grado,  ed  indicasi  per  brevità  col  simbolo  : 

O^o'  '^.'  "^y  ■■■  'OC^'.  }')"• 
Suppongasi  che,  operando  su  di  essa  la  sostitH:{ioi!e  lineare 

(1)  .V  =  a  ;  4-  p>r, ,         j  =  yc  +  ^/i , 
si  ottenga  la  trasformata  : 

(2)  Or„,  a,,  ...  aj(y.l  +  ^r„  y^  +  ò^,)"  =  K>  ^.>  •  ■  •  ^JC^/O"  =  U; 
ogni  funzione  <p(rtg,  «,,  ...  fl„,  .v,  _)')  omogenea  sia  rispetto  alle  a^,  «,,  ...  <:„  come 


•)  iNel  tomo  I  sono  contenuti  i  Capitoli  I,  li  e  III;  nel  tomo  II  i  Capitoli  IV  e  V;  nel  tomo  III 
il  Capitolo  VI;  nel  tomo  IV  il  Capitolo  VIIJ. 
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alle  X,  y,  la  quale  soddisfa  alla  condizione 

si  denomina  covariante  della  forma  binaria  ii;  ed  ogni  funzione  ^(«^,  a,,  .  . .  aj  omo- 
genea rispetto  alle  a  ,  a  ....  a  ,  per  la  quale  sia  soddisfatta  la  condizione 

dicesi  iijvariaiile  della  forma  //.  I  numeri  'j-,  v  sono  evidentemente  interi  e  positivi,  ed 
il  determinante  z^ — (iy  chiamasi  il  inodiiìo  della  sostituzione. 

Esempio.  —  La  forma  binaria  del  terzo  grado  (forma  cubica): 

trasformasi  per  la  sostituzione  lineare  (i)  nella 
essendo 

Sieno  : 

?("u>  '',>  '^.  ";'  -^'>  J)  =  ("o".  —  "■'  T  ("o«;  —  ".'O.  '',«;  —  "')(^'>  ;')'. 

si  verificherà  facilmente  essere  identica  ciascuna  delle  equazioni  : 

(a,ì  _  [iv)'?(rt„,  ",,  rt,,  «;,  y-l  +  I^-/;,  y;  +  ^•'.)  =  ?C-^„,  ^,,  ^,,  A,^,  l,  r.), 
(aS  -  ^yiyò(a„,  a^,  a^,  a.)  =  i  K>  ^^.  >  -^.>  -^3)- 

Osserviamo  che,  supponendo  il  covariante  f{a^,  rt, ,  ...  fl„,  x,  }■)  di  grado  w  rispetto 
alle  indeterminate,  e  di  grado  p  rispetto  ai  coefficienti  <?, ,  a^ ,  . . .  ,  il  primo  membro  del- 
l'equazione (3)  sarà  del  grado  2  v. -j-  iii,  ed  il  secondo  membro  del  grado  iip  rispetto 
alle  a,  (j,  y,  fi,  essendo  tutti  i  coefficienti  .J, ,  A^,  . . .  del  grado  11  relativamente  a  que- 
ste quantità.  Si  avrà  qu'ndi  : 

2  [i-  -\-  in  ^  I! p  e  y.  =  4  («/'  —  '")• 

Analogamente,  supposto  l'invariante. 'I»  («„,  a^,...aj  di  grado  </ rispetto  ai  coefficienti 
fly,  (T,,  ...  ,  si  troverà  v  =  4  'i  (/.  Il  numero  ;;/,  cioè  il  grado  di  o  rispetto  alle  variabili, 
si  dirà  oiJiiif  del  covariante  stesso,  ed  i  numeri  [a,  v  si  denomineranno  iiuìici  del  cova- 
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riante  e  deirinvariaiue.  La  j'oniia  a  è  ini  covar'uinlc  di  sé  stessa  dell'ordine  n  e  dell'in- 
dice :^ero. 

Una  funzione  f(a^,  a^,  ...  j,, ,  X,  Y)  omogenea  rispetto  alle  a^,  <;,,...  a„,  A',  Y, 
la  quale  soddisfi  alla  equazione  : 

(a,^  -  '-^'{TJXa^,  a^,  ...  a„,  -ì;  -  yr,,  .-^  -  li;)  =/W,,  A,,  ...  J,,  e.,  r,) 

denominasi  controvariante  della  torma  ;/.  SI  osservi  che,  sostituendo  in  questa  equazione 
r,   e  —  ;  in  luogo  di  ;,  r,,  si  ottiene  per  le  (i): 

(a  S  -  ^  ^^^f{a^  ,a^,...  a„ ,  y  ,  -  .v)  =  f(J^ ,  A^,  ...  A„ ,  r.,  -  -;) , 

quindi  [equazione  (3)  ]  i  controvarianti  delle  forme  binarie  deduconsi  dai  covarianti  delle 
medesime  sostituendo  in  questi  v,  —  x  in  luogo  delle  .v,  y. 

2.  Consideriamo  il  determinante 

ed   osserviamo    che   traslormando  la  u  mediante  la  sostituzione   lineare    (1),    supposto 
r  -\-  s  ^  tu,  si  ha  : 


(4) 


d'"u 


=  l 


d'"  li 


d'"  Il 


d'"  Il 


'■'  dx'"  ^    '■'  dx"'-'dy  ^  "  ■  "  ^   '■'   dy 


essendo    /^  ^ ,  /'  _ ,  ...  funzioni  dei  coetEcienti   della   sostituzione  a,  'p,  y?  '^-   Se   quindi 
indichiamo  con  L  il  determinante 


e  con  H  il  determinante 


2-\^  dl"'dx 

si  avrà  per  le  (4)  : 


dc'""d-ndx'"-'dy 


ed  indicando  con  v     il  determinante 


5^  Ini        '       ~\  >•  2ni—  2  ^       2 
;  ai;       o  •/) 


rr'"   ) 


d^"  u 

d 
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si  avrà  analogamente  : 

per  cui  : 

(5) 

Ora  si  hanno  facilmente  le 


LH=v..„ 


quindi,  ponendo  per  brevità 


^0'  — 0.,',V-.o.. 


-^  =  a. 
et. 


^  =  b. 


f: 


a' li' 


^-a*". 


dindendo  nel  determinante  L  gli  elementi  della  prima  linea  per  a'" ,  quelli  della  seconda 
per  a"'~'li,  . . .  quelli  dell'ultima  per  fi'",  si  avri  : 

mim^l)  mimali 

1  =  =^   '    li    '    A,., 

essendo  J,„  il  determinante  formato  colle  j,  .  come  Z,  lo  è  colle  /^^.  Ma  pei  valori  supe- 
riori di  /^  _  si  hanno  le 

".-,.*.  -  '^r.s  =  o,    «L,,,^,  -  <,  =  b  —  a,    <_,.,^,  —  «:;,  =  (b  -  rt)  «:_,,, 

quindi,  se  nel  determinante  ^,„  si  sottraggono  dagli  elementi  dell'ultima  linea  quelli  della 
penultima,  da  questi  quelli  della  terz'ultima  e  così  di  seguito,  tutte  le  linee  meno  la 
prima  diventano  divisioili  per  /;  —  a,  ed  inoltre  gli  elementi  della  prima  colonna  sono 
tutti  eguali  a  zero,  meno  il  primo  che  è  eguale  all'unità.  Ne  consegue  : 


A.  =  (/'  -  '0'" 


I     '?.. 


I     'ì.. 


m— 1,0 
(ra-l) 


la  ...  a""-" 
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ossia 

dalla  quale  : 

e  sostituendo  : 


^„  =  (h  —  ay"A,, 


Tl(f»-^l) 


Per  questo  valore  di  L  la  equazione  (5)  diverri  : 

la  quale  dimostra  essere  il  determinante  A,„  un  covariante  od  un  invariante  della  forma 
binaria  ii.  Questo  teorema  potrebbe  anche  generalizzarsi  sostituendo  ad  11  un  covariante 
qualunque  della  forma  stessa.  Se  m^--i,  A_  è  l'Hessiano  della  forma  m,  per  cui  : /'//w- 
siano  di  una  forma  qualunque  di  grado  superiore  al  secondo  è  un  covariante  della  forma 
stessa.  Se  m^i,  2,  3,  ...  e  supponiamo  //  ordinatamente  dei  gradi  2°,  4",  6°,  ...  , 
saranno  A^,  A^,  A.,  ...  invarianti  di  quelle  forme  *).  Quindi:  una  forma  binaria  di 
grado  pari  2m  ha  almeno  un  invariante  del  grado  m-\-i.  Per  la  forma  di  quarto  grado 
questo  invariante  è 

'^o       '^        «. 

a,     a,     n.    =  a^  a^a^-[-2a^a,_a.  —  a]  a^  —  a^  a^  —  al . 
a      a,     a 

3.  Sieno  o(.v,  }■),  'l>(x,  v)  due  covarianti  della  forma  ii  ;  la  espressione 


89   dò 


d\   d X 


sarà  pure  un  covariante  di  11.  Infatti,  indicando  con  <!>(;,  r,),  H"(;,  r,)  le  trasformate 
di  9,  ò  mediante  la  sostituzione  lineare  (i),  dalle   equazioni: 

(a  ?!  -  a yy  9  (x,  y)  =  4>  (;,  r,),         (a  ^  -  '^ t)" K-v,  >')  =  ^" C^>  ^) 


deduconsi  le 


*)  Il  sig.  SvLVESTER  denomina  questo  invariante  il  «  catalóclicant  »  della  forma  u. 

BRIosCHi,  tomo  I. 


45 
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e  per  queste  : 

^"^       '^''^       \dx  dy       ay  a:v/ ~  ae  a-i       d-n  di' 

la  quale  dimostra  la  proprietà  enuuciata.  Vedremo  nel  seguente  Capitolo  una  generaliz- 
zazione della  medesima. 

4.   Sieno  .V,,  .V,,  .  .  .  .v,,  le  radici  dell'equazione  ;/ (.v,  i)  =  o,  e  e,,  E^,  ...  e,,  quelle 
della   t/(;,  1)^=0;  si  avranno  le 

(^„,  J,,  ...  ^„)(E,  ^)«  =  ../Jc-c,.)(c-c,v,)  ...  (e  -e,,.); 

ed  indicando  con  11  (.v  —  -v,,}')  il  prodotto  di  tutti  i  binon^j  lineari  .v  —  .v,  y,  .v  —  x^y,  . . . 
la  (2)  potrà  porsi  sotto  la  forma  : 

^^ll[ac  +  (ir,  -  .v,(yc  +  -V^)]  -  Jj\a  -  e/,), 
ma 

a;  +  ^.  -  xX-c  +  S.)  =  (a  -  v.vj  (l  -  ^^^■^), 

ed  evidentemente 

quindi  si  avrà  : 

per  la  quale  : 

•'^a  —  y.v/ 

Rappresenti  P(-V, ,  -v,,  ...  xj  il  prodotto  dei  quadrati  delle  ditierenze  delle  radici  del- 
l'equazione // (.V,  i)  =  o;  esso  è  una  funzione  razionale,  intera,  del  grado  2(^11 — i),  dei 
coefficienti  dell'equazione  medesima;  pongasi 

ed  analogamente 

ed  osservando  che  pel  valore  superiore  di  c^  si  ha  : 

si  otterrà  : 


i\^.,l.,  •••U-(-^-l^Y) 


rj  ,A"li— Il      "(^"p    .Y^ , a:,,) 


[•'(a-T.v.)r-" 
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ed  in  conseguenza  : 

(^ j5_;i ..)"<-- i(^^,  «_,  ...  o^'H-'o,  -<,  •••  ^„); 

cioè  :  il  discriminaule  di  una  forma  binaria  qualunque  e  un  invariante  della  medesima. 

Ed  in  generale,  dalla  definizione  di  invariante  e  dalla  formola  (6)  deducesi  che: 
ogni  fun:^ione  simmetrica  delle  radici  dell' equa:(ione  h(.v,  i)  ^  o,  che  sia  anche  una  fun- 
gane delle  differente  di  esse,  ed  in  ciascun  termine  della  quale  tutte  le  radici  entrino  uno 
stesso  numero  di  volte,  è  un  invariante  della  forma  binaria  u. 

Per  esempio,  supponendo  n  pari  l'equazione  (6)  darà  : 

o 

ed  analoghe  relazioni  si  otterranno  considerando  tutti  i  prodotti  ad  —  ad  —  dei  quadrati 

delle  differenze  delle  radici,  nei  quali  ciascuna  radice  non  si  trovi  che  in  un  solo  fat- 
tore. Quindi,  sommando  tutte  quelle  espressioni  in  numero 

I.  3.  5   ..  .  («—  3)(«  —  i), 
giungesi  alla 

(a  ?5  _  S  y)"  a;  V  [(x,  _  ,■^  (v,  -  x J  .  . .  (x„_.  -  x,)Y 

Ora  la  espressione  V  [(.v,  —  -vj  . . .  (.v„_,  —  xJY  è  una  funzione  simmetrica  delle 
radici  .Y_ ,  .V, ,  . .  .  ,  dunque  il  prodotto  di  essa  per  a^  sarà  una  funzione  omogenea  del 
secondo  grado  dei  coefficienti  a^,  a^,  ...  ed  in  conseguenza  sarà  un  invariante  della 
forma  u.  Quindi:  tutte  le  forme  binarie  di  grado  pari  hanno  almeno  un  invariante  qua- 
dratico. La  forma  di  quarto  grado  ha  l'invariante  quadratico  : 

<[(-v.  -  -vj^Cv,  -  -\y  +  (-V.  -  -s)X-v.  -  xy  +  (.V.  -  .v,y(.v,  -  .v,y] 

Applicazione.— Siene  .v, ,  x,,  x.,x^,  x^  le  radici  dell'equazione  del  quinto  grado: 

O^o.  ^,>  ^2'  ^>'  ^,'  '^)(■^■'   0'  =0- 
Per  la  (6),  ponendo 

(^-s  -  p-r^Cv,,  -v.,  -V;,  v^,  -V,)  =  ^:(^,.  ^..  ^3.  '^4'  '■>■)' 

quindi  le  somme  delle  potenze  delle  dodici  funzioni  delle  .v, ,  -v^ ,  . . .  analoghe  alla  sape- 
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riore,  cioè  nelle  quali  ciascuna  radice  trovasi  in  due  soli  fattori,  essendo  funzioni  sim- 
metriche di  quelle  radici  saranno  invarianti  di  u.  Ora,  scrivendo  per  brevità  (i,  2,  3,  4,  5) 
in  luogo  di  (a-,  ,  .Y^ ,  .V  ,  X  ,  .v  ) ,  le  dodici  funzioni  sono  le  seguenti  : 


K  =(i'  2,  3,  4,  5), 

h  =  (i'  2,  4,  5,  5), 

I.  =  (i,  2,  3,  5,  4), 

'4  =  (i,  2,  5,  3,  4), 

^  =  (i,  2,  4,  5,  3), 

'6  =  (i>  2,  5,  4,  3), 


"'1  ^^ 

"',  = 
in,  = 


'"s  = 


(l,  3,  5,    2,    4), 

(i,  3.  2,  5,  4), 

(i,  3,  4,  2,  5), 

(i,  3.  2,  4>  J), 

(i,  4>  3.  2,  5). 

(i.  4>  2,  3,  5); 


quindi,  siccome  indicando  con  D  il  discriminante  della  forma  11  si  hanno  le 

ci 
o 

anche  le  somme  delle  potenze  delle  espressioni 

saranno  invarianti  di  n,  e  quindi  saranno  tali  i  coefficienti  dell'equazione  del  sesto  grado 
di  cui  le  radici  sono  y^ ,  y,,  . . .  y^.  Vedremo  in  seguito  come  si  determinano  i  coeffi- 
cienti di  questa  risolvente  dell'equazione  generale  del  quinto  grado  *). 


GAP.  II.  —  Dei   Covarianti   associati. 
1.  Sieno  <p(.v,  _)'),  '{'(.V,  _)')  due  covarianti  della  forma  binaria 

degli  ordini  in,  s.  Nel  covariante  9  (.v,  y)  si  pongano  in  luogo  delle  .v,  y  i  binomj 


,,  =  .,A--||Ìy,     y_  =  yx  +  ±^r 


S    dx 


e  si  sviluppi  mediante  la  formola  di  Taylor  la  espressione 

(7)  H«^--flJ->'.  y^+j'^^y. 


•)  Hermite,  Sui  la  tìiéoiie  dcs  jonctions  hoinoghus  à  dcux  iiidiUrinint'es   [The  Cambridi;e  and  Dublin 
Mathematjcal  Journal,  t.  IX  (1854),  p.  215]. 
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si  Otterrà  una  funzione  omogenea  in  X,  Y  del  grado  in,  i  coefficienti  della  quale  sono 
tutti  covarianti  delb  forma  ii  *).  Per  dimostrare  questa  proprietà  si  osservi  che,  sup- 
ponendo trasformata  la  forma  ti  nella  (2)  per  la  sostituzione  lineare  (i),  si  hanno  ana- 
logamente alla  (3)  le  due  equazioni: 

(  *''?('io»  «..  •••  'h.>  ■^■.  j)  =  ?(-^„.  ^.>  •■■  ^„>  ;,  ■rd  =  '^(l,  ^0. 

(8)       { 

essendo  /:=  aS  —  [iy;  dalla  seconda  delle  quali  ottengonsi  le 

dx  —  r*'  [di         "''  ór,  j'  d;.   -  A-"-  V''  ar,         ^  a;  /• 

Ora,  se  nei  valori  di  .v_ ,  )\  si  sostituiscono  alle  x,  y  i  binomj  lineari  (i),  si  avranno 
per  queste  ultime  equazioni  le  seguenti  : 

.■.  =  aX.  +  :iF,,  ;.    =yX.  +  SF,, 

essendo 

Y    _  ?  Y  ^       1^'  Y  Y   -  •/  Y  -J i—  ^^'  y- 


/t'-'  a; 


quindi  si  avrà  analogamente  alla  prima  delle  (8)  : 

F9K,  .,,  ...  a,„  .V.,  )',)  =  9K,  -?.,  ■■■^r..  A'.,   y.). 

Ma,  questa  equazione  essendo  identica,  dovranno  i  coefficienti  delle  potenze  delle  .Y,  Y, 
negli  sviluppi  delle  espressioni  del  primo  e  secondo  membro  essere  ordinatamente  eguali, 
per  cui  eguagliando  per  esempio  i  coelEcienti  di  A'"'~'  Y'  si  avrà  : 

\dxdy        dy  dx)    '  ~\dl   dr,        dr,   di }       '      ^ 

Dunque  i  coefficienti  delle  potenze  di  X,  Y  nello  sviluppo  delb  espressione  (7)  sono 
tutti  covarianti  della  forma  tt. 

2.  Rappresentiamo  lo  s\iluppo  dell'espressione  (7)  con 

(9)  (-o>  ^,^,---  0(A,  YT; 


•)  Hermite,  I.  e. 

*')  È  noto  come  con  questo  simbolo  si  indichi  la  espressione 


y?   /S'ir      ,      5'?       /9-J-\-9-^    I  +^_,yl±(Èl\ 
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ponendo  per  brevità  : 

-  P  =  -  Il ,      '7  =  ||. ,       \  =  [P  ?'(-v)  +  ?  ?'iy)r , 

si  avrà: 

?«(;«  — i)  ■■■  (w  —  r-j-  i)  ^   _    I  A, 


1.2. 3  ...  r  '         i"  1.2.  3  .  .  .  ?■ 

Si  indichino    conl^— 'j,  (  ^— ^  1  le  derivate  parziali  della  A^  considerando  le />,  5  come 
costanti  rispetto  alle  v,  j  ;  sarà  : 


ma 


^     ^   \dx  }       dx       dp  dx       dq  dx'      \dy   )      dy        dp  dy       dq  èy  ' 
quindi,  osservando  che 

dp   ~     \   dx    ì'  dq    ~     \    dy    ì' 

si  ottiene  : 

essendo 

dp    ,       dp  dq    ,       dq 

P,=P^.  +  1j-y,  '^'-Pdi  +  '^dy- 

Se  nella  equazione  superiore  poniamo  per  1     -j'"'),   1  "  ?) '^^  )  espressioni  analoghe  alle 

(io),  e  poniamo 

dp    ,        dp  <3 (■/    ,        d q 

P.    =   P.   5--.    +    'l~d-y'  'h    =   P.^-    +    'h^y^ 

si  ottiene: 

/     N    .  d\,    ,      d\,  /    d\,  ,    ,       d\,    \    ,      /■     dS,   ,    ,       aA^    \ 

Ora,  p,  q  essendo  funzioni  omogenee  del  grado  s  —  i   rispetto  alle  .v,  y,  si  hanno  le 
relazioni  : 

dalle  quali,  osservando  essere  -^  =  —  -^  e  ponendo 

dx  dy 
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a^^     a^j/ 


dx'      dxdy 


r(5-iy 


dxdy     dy' 


deduconsi  i  valori  di  p^ ,  q^  : 

p,  =  —  r'O  —  i)/;.v,         <7,  =  —  i'O"  —  i)/j}', 
e  da  questi  quelli  di  p,,  q^: 

/>,  =  —  r'  (i  —  ly  /;/. ,  q,  =  —  r  0"  —  ly-hq; 

ma 

■'■%'  +  >'%-'  =  t'"  +  ^'  ~  ^)^'-  -  0]^'-.  ' 

quindi,  sostituendo  pjr  p^,  </_  ;  p,,  q,  \  valori  trovati  sopra  nella  formola  (ii),  si 
otterrà  : 

dò  d\       dò  d\    ,        ,,  .,  ,     ^, 

^-  =  57v  à7  -  a?  a^  +  ''^'(^  -  '^^"'  -  ''  +  ')'^^-' 

ossia  nello  sviluppo  della  (7)  tra  tre  covarianti  consecutivi  a^_j,  x^,  a_,_^_  sussiste  la 
relazione  *)  : 

,  ^^  I  /dò  dx^        dò  da  \         )-(i  —  i) 

U2J  "•'-  ~  i(,«  _  ,-)  \dÌ<dy~  ~dy  dV)  +    m  —  r      '''- ' 

3.  Supponiamo  che  nella  (7)  il  covariante  o  sia  la  stessa  forma  n,  e  pongasi 

03)      »(.vX-^|ÌF,jX  +  -i-||.r)  =  (■:„,  •;.,...j.„)(x,  ry, 

i  covarianti  ò^,  ò^,  ...  ò,_  si  denomineranno  covarianti  associati  al  covariante  ò.  La 
importanza  che  in  questa  teoria  ha  la  considerazione  dei  covarianti  associati  è  fatta 
manifesta  dalla  seguente  proposizione:  //  prodotto  di  un  covariante  qualunque  della  forma 
u  per  una  pcten:^a  intera  di  ò  è  una  fun:{ione  omogenea  dei  covarianti  associati  allo  stesso 
covariante  ò  **).  Infatti  sia 


*)  [XXXV,  pp.  223-231,  equazione  (2)]. 

**)  HERMrrE,  Sur  la  théoiió  ics  fonctions  honw^àtes  à  deux  itiditenninéis  (second  Mémoire)  (Journal 
fùr  die  reine  und  angewanJte  Mathemarik,  t.  Lll  (1856),  p.   i8j. 
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un  covariante  della  forma  ;/  ;  supponendo 

(14)  «(aX  +  [i  Y,  yX  +  ìi }')  ^iA^,A^,...  4,)(X,   F)", 

si  avrà  per  la  definizione  di  covariante  [Gap.  I,  equazione  (3)]: 

(15)  F9(ax  +  [ir,  yX  +  uo  =  (c;,  c,,  ...  c„)(x,  ry, 

essendo  i  coefficienti  Q ,  C^ ,  ...  formati  cogli  A^,  A^,  ...  come  i  coefficienti  c^,  f , ,  . . . 
del  covariante  9  lo  sono  cogli  a^,  a^,  ...  della  t'orma  data  u.  Ora,  se  nelle  (14), (15) 
supponiamo 

I    di  _         5;  ^     I    ^'ì' 


(16)  a  =  .v,     ^  =  _-_^j;     Y=_v,     S  = 

evidentemente  le  ^^,  A^,  .  . .  diventano  i  covarianti  associati  J^^, ,  i]/^,  ..  .  ;  ed  essendo 

dalla  (14)  si  ha: 


r 


,(xx--^|r,  ,x  +  ^|ir)=(c„,c.,...cj(x,  rr, 


nella  quale  ora  i  coefficienti  Q,  C_ ,  ...  sono  formati  coi  covarianti  "j^^,  A_,  ...  <|^,, 
come  le  r^,  c^,  ...  Io  sono  coi  coefficienti  i/^,  i/^ ,  ...;  e  quindi  sono  funzioni  omo- 
genee dei  covarianti  associati  A^,  A,,  ...  Ma  quest'ultima  equazione  dà  evidentemente: 

(17)  'r?Cv,  ^)  =  Q; 

dunque  il  prodotto  del  covariante  9  per  una  potenza  intera  [j.  del  covariante  '}  è  una 
funzione  omogenea  dei  covarianti  associati  al  covariante  medesimo  ò.  L'equazione  me- 
d-'sima  dà  anche  per  la  (9): 

(18)  r^-.  =  c^- 

Notiamo  che,  essendo  9  di  grado  p  rispetto  ai  coefficienti  a_^,  a^,  ...  ,  sarà 
Se  il  covariante  i|<  è  la  stessa  forma  /(,  ponendo 

('9)     «(vx--;^^^',  vx  +  -^-|^ }-)  =  («„, .,,...  o(x,  vy 

i  covarianti  /(^,  n^,  ...  saranno  i  cowirianti  associati  alla   lorma  data. 

Una  equazione  analoga  alla  (17)  sussiste  pjr  gli  invarianti.  Sia  ^(i'„,  u^,  ...  a,,) 
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un  invariante  di  grado  g  della  forma  ti;  si  avrà  per  la  (14),  posto  v  =  1»,^: 

FX(a„,  a^,  ...  <z„)  =  7.(^^,  J,,  ...  4); 

ora,  se  le  a,  '^,  y,  S  assumono  i  valori  (16),  le  A^,  A^,  ...  diventano  y^,  i}/,,  ... ,  e 
quindi  : 


cioè: 


Esempio.  —  Supponiamo  che  il  covariante  9  (.v,  y)  sia  l'Hcssiano  v  della  forma  11, 
8"  ?t       8"  K    I 


V  =: 


n'{n  —  ly 


d^  u         d' Il 
dxdy      dy'' 


I  r  = 


e  ^  eguale  ad  «.  Essendo  evidentemente  c^  —  a^a,  —  a',  per  la  proprietà  dimostrata 
sopra  si  avrà  : 

e  quindi  per  la  (17): 
ossìa 

UV  =   H^, 

giacché  u^  =  M,  Mj  =:  o.  Cosi,  essendo 

"^i  =  -^  ('^o  '^i  —  «.  « J  >     ^.  =  2(2n  —  i)  ^^"  ~  '^  "" ^,-h2a,a.-(n-i)  a'^],  ecc., 
si  avranno  per  la  (18): 

J/^x,  =  — un.,     ìi^'x,  =^  —? ^r(«  —  ?)«'<,  —  ('!  —  iV<n.  ^<^<:; 


ossia 


net.   =  — Il  ,     wx^ 


,[(«  —  3)  "4  -(«  —  i)»"^'],  ecc. 


2(2«  —  5)' 

Applicazione.  —  È  noto  che,  ponendo,  nell'equazione  u  (x,  i)  =  o, 

X-  a. 


X  = 


si  ottiene  una  trasformata  nella  quale  il  coefficiente  di  X"~'  è  eguale  a  zero.  Ora  i 
coefficienti  degli  altri  termini  sono  ordinatamente  eguaE  ai  coefficienti  delle  più  alte  po- 
tenze della  X  nei  covarianti  associati  della  forma  u.  Infatti,  ponendo  nell'equazione  (19) 

BRioscui,  tomo  I.  4* 
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X     Y 

■ — ,  —  in  luogo  di  A',  Y,  ed  in  seguito  facendo  nella  medesima  x  =  1,  y  ^  o,  Y  ^  1, 

U  H  ^ 

si  Ottiene: 

essendo  p„,  p,y  ■■■  i  coefficienti    delle    più    alte    potenze  di  x  nei   covarianti  associati 
"o,  «,,  ■  ■  •  ,  e  quindi  p^  =  a^,  p^  =  o. 

4.  Fra  i  covarianti  associati  ad  un  covariante  qualsivoglia  della  forma  n  ed  i  co- 
varianti associati  u^,  u^,  u,,  ...  alla  forma  stessa,  ha  luogo  una  relazione  la  quale 
può  tornar  utile  nella  ricerca  di  quei  primi  covarianti  *).  Poniamo  nell'equazione  (13): 

I    d6  18']'  

ed  osservando  che  per  lo  sviluppo  di  Taylor  si  ha  : 

u(pY  -^  xX,  cjY  +  yX)  =  n(p,  ^)Y"  -^  i^x^l^  +  y^^^Y"-'  X  +  .  .  .  , 
risulterà  : 


Ora  dalle  equazioni 


/     di(     ,       diiV 


deduconsi 


J.    _  J_  /^  ^'  _  ^  Ì^\  J,  =  J_  /v  ^  4-  V  ^\ 

^'~'us\dxdy       dy  dxj'         '  s\'dx^^dyj 


per  cui,  se  nella  (19)  si  pone  X  =  ■{-,,   F=  <j>,  si  ottiene: 
(21)  Wuip,  <;)  =  («„,  //,,  ...  '.'„)(i,  ^)"; 

inoltre,  essendo  per  le  superiori: 

dp  d(] 

indicando  con  i-"(^,,  ^)  il  secondo  membro  della  (21),  si  hanno  le 


dF 


'  „-,/    dn    .       du\  d'F         „_J     du  (5/A'"        , 


')  [XXXV,  pp.  223-231,  forinola  (8)]. 
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quindi,  rammentando  il  valore  di  ò^  trovato  sopra,  si  giunge  alla 

(22)  "'<{'.  =  («.,  ".,•..  'OCy,,  '^y. 

Dunque:  i  Cùvarianli   assodali  ad  un    covariante  qualsivoglia  ò  sono  esprimibili  in  fun- 
:^iom  di  ò^,  ò  e  dei  covarianti  associali  alla  forma  data. 

Esempio.  —  Consideriamo  la   forma   cubica  (fl„,  a^,  a^,  fl.)(.v,  yj'  ed  indichiamo 
con  S  il  discriminante  della  medesima,  cioè 

S  =  —  ala]-j-  ea^a^a^a.  +  ^a^a^  —  4a^al  —  ^a\a.; 

supponendo  nella  (20)  ),  :=  (ì,  ò  =  n  si  ottiene,  rammentando  essere  u^  =  u,  /«^  =  0, 

ti'' f>  =  —  («■/('  -{-  4«h;); 

ma  indicando  con  v  l'Hessiano  della  torma  cubica,  cioè  ponendo 

■^'  =  (^o'^z  —  ^%  t(''o'^  —  ''.O.  ^■.^■,  —  '^;)(-'^''  )')% 

si  è  trovato  nell'esempio  antecedente  11^  =^  uv;  inoltre,  ponendo 

.  I    /d«  dv       dti  dv\ 

3    \d X  dy        dy  dx  J  ' 

si  ha  pel  valore  di  a_  dello  stesso  esempio  //.  :=  «0,  essendo  in  questo  caso  a_  =  ^9; 
quindi  sostituendo  si  ottiene  la  relazione  *)  : 

(25)  jrS  +  fì=  + 4r' =  0. 

Ora,  se  nella  (22)  supponesi  ò  =  v,  essendo  v^  =  u,  "^,  =  —  t'^'  ^'  hanno  le 

irv^  =  I  0-  /(  +  V- 11^ ,        11' V.  =  —  ^V'u  —  f  e v' /(,  +  v^ II. , 
le  quali  pei  valori  superiori  di  ;/,,  it.  riduconsi  alle 

„  v,_  =  j  (0^  +  4  V'') ,        ,r  V.  =  -  j  0  (0=  +  4  "^'0 . 
e  quindi  per  la  relazione  (23)  si  avranno: 

V    = -11^,  ■"^'.  =  T^'*- 

Ne  risulta  che  per  le  forme  cubiche  i  covarianti  associati  all'Hessiano  v  sono  funzioni 
mtere,  razionali,  dei  covarianti  u,  v,  0  e  del  discriminante  h. 


•)  Cayley,  Nouvellis  ncherchcs  sur  la  Covarianis   [Journal  fùr  die  reine  und  angewandte  Ma- 
thematìk,  t.  XLVII  (1854),  pp-  109-124  (p.  n8)]. 
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GAP.  III.  —  Delle   equazioni   alle   derivate,   caratteristiche 

PEI     COVARIANTI     E     PER     GLI     INVARIANTI. 

I.  Abbiamo  osservato  nel  Gap.  antecedente  (11°  3)  che,  essendo 

?  (a->  >■)  =  (''o .  ^,  >  •  •  •  '",„)  (-^-^  y)'"         e         vj/  (.V,  y) 
due  covarianti  della  forma  ;/,  se  si  pone 

^'>(xx-^||y,  vA-  +  f  ||r)=(c;,  e.,...  c,xx,  yy, 

i  coefficienti  Q,  C^,  ...  sono  formati  coi  covarianti  associati  ò^,  '^^,  ...  A,,  del  co- 
variante '},  come  i  coefficienti  c^,  e,,  ...  del  covariante  9  lo  sono  coi  coefficienti  della 
forma  data.  Ora,  considerando  C^  come  funzione  di  '\i^,  '\i^,  ...  si  hanno  le 

dx  ~"  Z.  dò   dx  '  dy   ~  ^dò   dy  ' 

o  ^  o  -^ 

e  da  queste  : 

a^  ac,  _  aj/  ac,  _  ^  ^e  /^  ^  _  ^  ai\ 

a.v  a^         d y  dx        Z-dò^\dxdy         dydx  }' 
ma  per  la  (18): 

a^  ac,  _  a^  a  e,  _  ,^^  /d'i/  aa,  _  o^  ^\ 

dx  dy         dy  dx  '    \dx  dy  dy  dx  /' 

quindi,  rammentando  la  (12),  si  avrà: 

dò  d  C,       dò  d  C,  r/  N  /--  /■  \  I  /-     1 

al  ay  -al  ar  =  ^[^'"  "  ^)^-  "^^^  "  ^'^^-^ 

Analogamente,  supponendo  nella  (7)  9  =  11,  le  formole  (12),  (13)  danno: 
aA-ajy         dydx        '^^'        ^^'-'  ^         iJ'^^'-.J' 


per  cui,  sostituendo  e  ponendo  per  brevità 


(^4)  M(Q  =  ^'-i_.|^S         A'(Q  =  Y^n  -  r)^J~', 


si  ottiene  la  seguente  equazione: 
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Osserviamo  che  le  espressioni 

M  ( Q)  -  £  C,_ . ,         A-  ( C)  -  (m  -  z)  Q^, 

sono  identicamente  nulle  allorquando  suppongasi  il  covariante  9  eguale  alla  forma 
u,  giacché  in  questo  caso  le  Q ,  C, ,  ...  coincidono  ordinatamente  coi  covarianti 
^o>  'l'i'  •••  '^n'-'  P'^rciù  l'equazione  superiore,  dovendo  sussistere  qualunque  sia  il  cova- 
riante o,  si  spezzerà  nelle  due  : 

(25)  M(Q  -  s  C_,  =  o,        iV(Q  -  (m  -  E)  C;_,  =  o. 

2.  Queste  equazioni  contengono  evidentemente  una  proprietà  relativa  al  modo  di 
composizione  dei  coefficienti  C^,  C, ,  ...  coi  covarianti  ò^,  il/,,  ...;  ora  questo  modo 
di  composizione  si  è  dimostrato  identico  a  quello  dei  coefficienti  e  ,  e  ,  ...  del  cova- 
riante 9  rispetto  ai  coeffxienti  a^^,  a^,  ...  dulia  iorma  /(  ;  se  dunque  indicliiamo,  come 
nelle  equazioni  (24),  con  P,   O  i  simboli  di  operazione 

d  ^.  .  d 


Z_     '-'da'        Z-"-  -^  "-'da  ' 


si  avrà  che  un  coefficiente  c^  di  un  qualsivoglia  covariante  9  della  forma  a  dovrà  sod- 
disfare alle  due  equazioni  seguenti  analoghe  alle  (25): 

(26)  P(0  =  .-c_,         O(O  =  0«-i)r,.,. 

Questa  proprietà  dei  coefficienti  di  un  covariante  conduce  a  molte  ed   importanti  con- 
seguenze. Osserviamo  dapprima  che,  essendo  c^,  i\,  ...  funzioni  di  a^,,  a,,  . . .  ,  si  ha: 

59    do   dc^        ^9   dL\     .  ,    89  dc„, 

da,        dc^  da,  ~^  dc^  da,  ~^  dc,^^da,  ' 

per  cui  saranno  : 

o  *  o  * 

ma 

do    _    inQn  —  i)  ...  (w  —  5  +  1)    ^„._, 

de,  1. 2. 3.  ...  5  ■    y  ' 

quindi  per  la  (26)  risulteranno  : 

^'^^J-  2.      1.2.3.  ••■  0-0       '-'      ^  ' 

o  ^  \  y 


5  ,,i 
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ossia 

equazioni  le  quali  debbono  essere  soddisfatte  da  un  covariante  o  qualsivoglia. 

Se  con   OP{c'),  PQC^,)  si  indicano  i  risultati  che  si  ottengono  eseguendo  sulle 
espressioni  P(cJ,   (2(',)  1"^  operazioni   O,  P,  essendo 


n  *  n  *  ' 


de. 


5'^^,' 


SI  avrà  : 


de,  -^      dc^_ 

da' 


ed  analogamente  : 

quindi  : 

il 

(28)  op(o  -  po(o  =  2  5^'-^.|^  -  «5:' 

1  **  o  ■ 

ma  per  le  (26)  : 

QP(0  =  ^G(O  =  ^-0«-^  +  0^,, 
^2(0  =  0«  -  0^0-,-,)  =  ('«  -  OO-  +  0^.; 

dunque  : 

o  sostituendo  : 

2  V  ;■  a,  -^  —  »  V  a^  ^  =  (2  s  ~  in)  c^ . 
Z—     •  da  /—   '  da  ^ 

I  '^  o  ' 

Se  ora  supponiamo  che  i  coefEcienti  c^,  c^,  ...  siano  di  grado  p  rispetto  agli  a^,  a^,  ... , 
si  avrà  : 

e  l'equazione  superiore  diverrà 

(30)  ^ra^-^=~(2s-\-np~  m)c^. 

Questa  equazione,  che  possiamo  sostituire  ad  una  delle  (26),  quando  abbiasi   riguardo 
•)  Cayley,  1.  e. 
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alla  (29),  conriene  una  proprietà  di  omogen>;iti  dei   coefficienti   c^,  r, ,  ...  che  deno- 
mineremo omogencilà  in  imiice.  Litatti,   se   chiam.asi   indice  di    un    termine    qualsivoglia 

Aal^a]'  ...<"  (,„  +  ,,+  . ..+,,,^^) 

del  cojfficiente  e,  il  numero  ^;_  -|-  2  ,7^  -f  .  . .  -f-  ;;,/„,  essendo  per  la  equazione  (30) 

(3O  '/,  +  2  <7,  +  ...  +  ;/</„  =  1(2  i  -f-  ,ip  -  m), 

questo  indice  literrà  lo  stesso  valore  per  tutti  i  termini  di  e,;  cioè  c^   sarà   omogeneo 
in  indice. 

Quindi  per  un  covariante  9  di  ordine  m  e  di  grado  p,  l'indice  del  coefficiente  e 
sarà  ^(lip  —  ni)  [numero  intero  che  abbiamo  denominato    (Gap.  I)  indice  del  cova- 
riante 9],  e  per  la  prima  delle  (26)  dovrà  lo  stesso  coefficiente  soddisfare  alla 

(32)  «ol^+2a.|^"+.  ..+«.„     ,1^  =  0. 

Se  poi  osservasi  che  dalla  seconda  delle  (26)  si  hanno  le 

(33)         c^  =  i 2CO>    c^  =  7^7^ GO-.),    .  .  -    c,„  =  0(c,„_,), 

è  evidente  che  la  ricerca  di  un  covariante  rlducesi  a  quella  del  coefficiente  del  suo 
primo  termine,  giacch;!-  quando  questo  sia  noto  gli  altri  deduconsi  di  seguito  mediante 
quelle  equazioni.  Ma  la  determinazione  di  questi  coefficienti  può  ancora  ridursi  più 
semplice  per  la  seguente  proprietà  dei  medesimi.  Il  coefficiente  c„ ,  l'indice  del  quale  per 
la  (31)  è   tC"^  -{-  "0»  '^'^^'^  soddisfare  per  la  seconda  delle  (26)  alla 

Ora  è  chiaro  che,  se  nel  coefficiente  c^  di  indice  ~{np  —  in)  si  sostituiscono 
ordinatamente  i  coefficienti  a^,  «„_, ,  ...  a^'  l'i"'^*^^  dell'espressione  risultante  sarà 
—  (j>n-\-  in),  e  la  medesima  dovrà  soddisfare  una  equazione  della  forma  della  superiore, 
ottenendosi  questa  coli'operare  quella  permutazione  sulla  (32).  Quindi  la  espressione, 
che  deducesi  da  c„  mediante  quella  permutazione,  sarà  il  valore  del  coefficiente  c„,  od 
al  pili  potrà  differirne  d'un  coefficiente  numerico.  Se  inoltre  osserviamo  che  per  la  prima 
delle  (26)  si  hanno  : 

e        =-^P(c),       e       = — ^ — P(c     .),       ... 
e  che  i  simboli  delle  operazioni  P,  Q  si  scambiano  per  quella  permutazione,  evidente- 
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mente  i  valori  dei  coefficienti  c,„_, ,  r„,_, ,  ...  od  i  prodotti  di  essi  per  un  coefficiente 
numerico  si  dedurranno  da  quelli  di  r  _ ,  c^,  ...  permutando  in  questi  le  a^,  a,,  ... 
nelle  a^,  «„_, ,  ...  Siccome  poi  anche  le  equazioni  (27)  si  scambiano  per  le  permu- 
tazioni : 


'^0.         ",'  •••     '^.:'         •^■'         }' 


il  coefficiente  numerico  suddetto  non  potrà  essere  che  l'unità  negativa. 

Esempio.  —  Consideriamo  il  covariante  di  terzo  ordine  e   di   terzo    grado,    ed    in 
conseguenza  di  indice  tre,  della  torma  cubica 

Indicando  questo  covariante  (il  0  dell'esempio  del  n°  4,  Gap.  Il)  con 

sarà  Cg  una  funzione  omogenea  del  terzo  grado  e  di  indice  tre   dei  coefficienti  a^,  a^, 
flj ,  a,,  e  quindi  si  avrà  : 

c„  =  ala.  -{-  Aaa  a^  -\-  Ba] , 

O  O        5         I  O        l         2         ì  I    ' 

essendo  A,  B  coefficienti    numerici  a  determinarsi.    Ponendo    questa    espressione   di  c^ 
nella  (32)  ottiensi  : 

floC^'^o^.  +  3^0+  2^flo<+  3<ff,  =  0, 

la  quale,  dovendo  essere  identicamente  soddisfatta,  dà  pei  coefficienti   numerici  A,  B  i 

valori  : 

A  =  -i,        fi  =  2. 

Sarà  dunque  : 

e  per  le  (33): 

e,  =  f  Q(0  =  '^o'^'^  —  ^"o<  +  '^>.. 

e.  =  t20'.)  =  -«i".«o+  2«,<  -a\a^, 

I  valori  di  c^ ,  e    deduconsi  evidentemente  da  quelli  di  r, ,  r^,  permutando  in  questi  le 
fl^,  a^,  a^,  a    in  rt. ,  a^,  j,  ,  ^?^^  e  moltiplicando  le  espressioni  che  ne  risultano  per  —  i. 

3.  Abbiamo  dimostrato  che  un  covariante  qualunque  9  della  forma    ;;    deve   sod- 
disfare alle  due  equazioni  (27).  Reciprocamente,  se  una  funzione  ?('To,  (J,  ,  .  . .  a„,  x,  y) 
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omogenea  di  grado  p  e  dell'ordine  m  soddisfa  le  equazioni  (27),  essa  è  un  covariante 
della  forma  u;  per  cui  quelle  equazioni  essendo  le  necessarie  e  sufficienti  a  caratteriz- 
zare un  covariante,  si  denomineranno  equazioni  caratteristiche  dei  covarianti.  Infatti,  nella 
funzione  9  (a^,  a^ ,  . . .  a„ ,  .v,  y)  sostituiamo  ordinatamente,  in  luogo  delle  a^,  a, ,  . . .  a„ , 
X,  y  ìs  A^,  A^,  . . .  A^,  e,,  r,;  indicando  con  <l»  la  funzione  che  ne  risulta,  essa  sod- 
disferà alle  due  equazioni  : 

(^-^)       >  ''  ^-  dA^==-'Ji'      2:  <^"  -  ')  ^'-  d~A-  =  '-  8  vT  • 

o  o  ^ 

Ora,  se  A^,  A^,  ...  sono  i  coefficienti  ottenuti  operando  la  sostituzione  lineare  (i) 
sulla  forma  11  [(2),  Gap.  I],  si  ha  per  lo  sviluppo  di  Taylor  : 


(oda        .duV'^ 


"■         m(«  —  i)  .  .  .  («  —  r  -j- 
od  anche 

/    dii    ,      diiV'-" 


I /'    ^  4_     ^\  '"" 


per  cui,  indicando  con    U,   V  le  operazioni 

a  A  4..  A  r.A    :;5A 


si  avranno  le 
(35) 

U{A:)  =  rA,_^,         V\A:)^{n- 

0^,^. 

Ma  dalle 

/e;  =  (^.v  —  fi 3',         hr,  =:  a  V  — 

'(X 

deduconsi  facilmente  le 

UQ.:)^-r,,     r(;)  =  o;  t/(r,)  =  0,     //(■/))  =  -;. 

Quindi,  se  con  1  -^  I ,  I  -5—  ) ,  ...  si  indicano  le  derivate  di  <I>  rispetto  alle  z,  P, 
contenute  nelle  ;,  r,  si  hanno  le 

HaF)  +  -U)-=--^'aT'    Ha^)  +  HaT)--^a^- 

Le  equazioni  (34)  per  le  (35),  e  per  queste  ultime,  diventano  : 

BRioscHi,  tomo  1.  47 
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ossia 

(36)  [/(*)  =  o,         r(<I>)=:o; 

e  da  queste  osservando  che 


deducesi  la  seguente 


a"- 


^«^        30        ^^^     ^  3<j> 

(37)         ^^^('«0  -  ^' UW  =  ^ fa  +  '  a7  -  '^  If  -  ^ Ti  =  °- 

Da  ultimo,  essendo  le  J^^,  A^,  ...  funzioni  omogenee  dell'ennesimo  grado  delle  z,  [i, 

y,  S,  si  ha  : 

dA^,,,dA^.      dA        .dA^ 

"'W  +  ^'alì +  '07+^-38  ="^- 

e  siccome  pei  valori  superiori  di  ;,  ■/]  si  hanno  le 

di    ,    .di    ,       di    .    ^dl  V  dr,  d-n  dr,        ^dr, 


sarà  : 


e  quindi  : 

Y 
Questa  equazione  e  la  (37)  danno  le  seguenti  : 


^a^+' 37  =  '"-"'      ''a^  +  ^-a¥  =  ^-''*' 

dalla  integrazione  delle  quali  e  di  una  qualunque  delle  (36)  considerate  come  equazioni 
simultanee  ottiensi  : 

essendo  1  una  costante  rispetto  alle  a,  [i,  . ..  funzione  delle  a^,  a^,  .. .  a^^,  x,  y.  Per  de- 
terminare la  forma  di  questa  funzione  /.  pongasi  nell'equazione  superiore  a  =  S  =  i, 
fi ^  Y  ^  o,  nel  qual  caso  le  ..-^^ ,  .r^, ,  .  . .  l,  r,  diventano  ordinatamente  le  a^,  a^,  . . . ,  .v,  y 
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e  si  avri  : 

^  =  ?0io.  '^■.  •••  a„,  X,  y), 
e  sostituendo  : 

(aS_^y)i'o(.v,  ;.)  =  *(;,  r;), 
la  quale  appunto  è  la  equazione  che  definisce  un  covariante  (Cap.  I). 

4.  Mediante  considerazioni  analoghe  alle  superiori  trovasi  facilmente  che  le  equa- 
zioni caratteristiche  per  un  invariante  A  della  forma  ii  sono  le  due  seguenti  : 

(38)  P(^)  =  o,       !2(v)  =  o, 

e  che  inoltre  da  queste,  supponendo  essere  q  il  grado  di  ò,  si  deduce  la 

I  ^ 

cioè  che  l'invariante  è  omogeneo  in  indice,  e  l'indice  di  ogni  suo  termine  è  -^nq;  fi- 
nalmente, che  l'invariante  stesso  non  alterasi  permuniido  \e  a^,  a^,  . . .  nelle  fl„ ,  a^_, ,  . . . 
Quindi  una  funzione  omogenea  v  delle  a^,  a^,  . .. ,  di  grado  q,  di  indice  ~nq,  la  quale 
soddisfi  all'equazione  P("i)  ^  o  è  un  invariante  della  forma  u.  Ora,  osservando  essere 
queste  (meno  il  valore  dell'indice)  le  proprietà  che  caratterizzano  il  primo  coefficiente 
di  un  covariante,  si  comprenderà  che  gli  invarianti  di  una  forma  di  grado  «  potranno 
essere  primi  coefficienti  di  covarianti  di  forme  di  gradi  maggiori  di  n. 

Esempio  I.  —  Determiniamo  l'invariante  quadratico  di  una  forma  ii  di  grado  n  pari, 
del  quale  abbiamo  provato  l'esistenza  al  Cap.  I.  Questo  invariante  sarà  di  indice  n, 
per  cui  si  avrà  : 

essendo  B^,  B,,  ...  coefficienti  numerici.  Ora,  sostituendo  questa  espressione  in  una 
qualunque  delle  (38),  si  ottengono  fra  i  coefficienti  B^,  B^,  ...  le  relazioni: 

B. +  «  =  0,       2£,  +  («-i)5,  =  0,       sB.^  +  (n-2)B,  =  o,    .  .  .  , 

le  quah  danno  : 

'~^     ^  1.2  ...  r  '         ;'~^      ^2  1.2  ...  ±n 

Se  ora  assumiamo  l'invariante  y  per  coefficiente  del  primo  termine  di  un  covariante 
d'ordine  p  della  forma  del  grado  (n  -\-  i)  : 
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essendo  ;;  l'indice  di  >{',  si  avrà  per  determinare  p  la  formola  : 

«  =  t[2(«  +  0— p]> 

da  cui 

p  =  2. 

Dunque  :  ìiitic  le  forme  di  oiado  dispari  hanno  idi  covariante  di  secondo  grado  e  di  se- 
condo ordine. 

Esempio  II.  —  Sia  ^(i'„,  «,,  ...  '?„)  un  invariante   di   grado   q  della  forma  ;/,  e 
considerando  una  seconda  torma  : 

di  grado  m  ~>  n,  si  sostituiscano  ordinatamente  nell'invariante  "l,  in  luogo  di  a^,  a^,  ...  , 

le  espressioni  : 

57  d"f  dV 

dx"'      dx""dy'     ■  •  ■     df' 

le  quali  indicheremo  per  brevità  con  a^,  a^,  ...  a_^.  La  espressione  <}'(«o,  a, ,  ...  x„) 
sarà  un  covariante  di  ordine  Qn  —  h)  g  e  di  grado  q  della  forma  /.  Infatti  questa 
espressione  soddisferà  le  due  equazioni  : 

analoghe  alle  (38);  inoltre,  essendo 

al  —  zla7  dF/ 

si  avranno  le 


r.  ^  rt  ^        ,i  ''  .i  '  CI  ^         a  ' 


ma 


ossia 


o  ''  ■'  o 

0  ^  o  ' 

dunque  sostituendo  : 

21 '■^'^-aF  =  ^'ri'      Z('"  -  '-^''-àT  =  'J-y  ' 

o  ''  o  ^ 

le  quali  equazioni  dimostrano  la  proprietà  enunciata. 
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Analogamente  proverebbesi  che,  essendo  o  (.v,  )■),  ò  (.v,  y)  due  covarianti  della 
forma  ii  d'ordini  tu  ed  s  non  <^  in,  se  nel  primo  di  essi  permutiamo  le  a',  y  nelle  y,  —  x 
ed  in  seguito  poniamo   ordinatamente  in  luogo  di 

le 


dy'"  '      dy—'dx    '     ■  ■  • 

il  risultato  che  ottiensi  e  un  nuovo  covariante  od  un  invariante  della  forma  ti  *).  No- 
tiamo che,  se  s  ^  in  -\-  i  il  covariante  dedotto  in  questo  modo  è  lineare,  per  cui  :  tutte 
le  forme,  le  quali  hanno  covarianti  di  cui  i^/r  ordini  differiscono  dell'unità,  hanno  anche 
covarianti  lineari. 

Applichiamo  questo  teorema  alla  ricerci  della  espressione  generale  degli  invarianti 
cubici  delle  forme  di  grado  n  ^  o  (mod.  4).  Il  covariante  9  sia  la  stessa  forma  /(, 
ed  il  primo  coefficiente  del  covariante  ò  sia  l'invariante  quadratico  della  forma  di  grado 

I  Q- 

Per  determinare  il  numero  s  osser\danio  che,  essendo  quel  covariante  di  secondo  grado 
e  di  indice  -^n,  si  ha: 

T«  —  7(2  "  —  0> 

dalla  quale  s  =^  n;  quindi  la  espressione 

,    n(n  —  i)  1 

è  l'invariante  cubico  della  forma  ti. 

5.  Se  i  coefficienti  di  un  covariante  o  di  un  invariante  della  forma  u  sono 
espressi  in  funzione  delle  radici  x, ,  a,  ,  .  .  .  a„  ,  supposte  disuguali,  dell'  equazione 
k(.v,  i)  =  o,  le  equazioni  caratteristiche  pel  covariante  e  per  l'invariante  si  potranno 
determinare  nel  modo  seguente.  Essendo 

ia,,a,,...  aJix,  y)"  =  a, (a  -  x^y)ix  -  x,y)  .  .  .  (x  -  x^y), 

e  ponendo  per  brevità 

_  m(h  —  i)  ■  ■  •  ("  —  '•  +  0 
P'  I.  2.  3  ...  r  ' 


•)  Hermite,  Sur  la  thhmt  dcs  foncticns    homoghus  à  diux    indUaminécs  [The    Cambridge  and 
Dublin  Mathematica!  Journal,  t.  IX  (1854),  p.  18 ij. 
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si  ha,  come  è  noto, 

dalla  quale,    rammentando   le    relazioni   Newtoniane  fra  le  somme  delle   potenze  delle 
radici  ed  i  coefficienti,  si  deducono  le  formole: 

I  *  I  '  I  * 

essendo  «r  ^  x^  -\-  x,  -\-  ...  -\-  x^^ .  Quindi,  indicando  con  1  una    funzione  qualunque 
delle  a  ,  a  ,  ...  a    ed  in  consecruenza  delle  .v  ,  .v, ,  ...  .v  ,  si  ottengono  le 

Sia  ora  1  Ci^^uale  ad  un  coefficiente  e    del  covariante 

della  forma  ii;  supponendo  e    espresso  in  funzione   delle    radici  x^,  .v, ,  .  .  .  ,  le  equa- 
zioni (26),  per  le  superiori,  si  trasformeranno  nelle 

,     .         S~dc,  ST    -di\  \-     di.\  de  .  , 

(40     Zar  =  - ^'■'-'  2L''d7  =  '2:"'$7 -  ""■ar  +  ('"  - ^^^-' 

j  r  l'i'  ° 

la  seconda  delle  quali,  essendo  a^_^c  -\-  iia^  =:  o  ed  essendo  per  la  (29) 
riducesi  alla 

(4  2)  2:  ■'■'  aT  ""  -^  ^  ''  +  ('"  ~  '^  '-  ■' 

inoltre  dalla  (30)   si  ha: 

(43)  2l  •'■'  a^  ^  T *^^  ''  +  "^  ~  '"^  ^'  ■ 

Quest'ultima  equazione   mostra   essere  \{2s-\-up  —  ni')    il   grado  di    c^    rispetto  alle 
X, ,  X,,  ...  A',/,  inoltre,  per  uiia    proprietà    generale  alle  funzioni    simmetriche,  p  è  la 
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più  alta  potenza  delle  radici  nelle  funzioni  simmetriche  che  compongono  i  valori  di 
^o>  ^;.  >  •••  Quindi  il  primo  coefficiente  c^  sarà  una  funzione  delle  radici  di  grado 
tO'P  —  "0»  '^^^^'^  quale  le  radici  non  saranno  affette  da  esponenti  maggiori  di  ^  e 
che  dovrà  soddistare  all'equazione 

cioè  dovrà  essere  una  funzione  delle  differenze  delle  radici.  La  equazione  (42)  darà  in 
seguito  i  valori  di  e,,  e,,  ...  Dalle  (27)  per  le  formole  superiori  di  trasformazione 
(40)  si  otterranno  per  un  covariante  qualunque  9  le  seguenti  : 

•^— do  do  \r—   ,5o  do 

e  per  un  invariante  i  (n°  4)  le 

■sr-d'li  \-      d'ii  Ili]  , 

V  ^-=-  =  o ,  >'  .V  V-  =  ^-■l> , 

/—dx  jL-    'd.x  2    ■  ' 

quindi  l'invariante  ò  sarà  una  funzione  delle  radici  di  grado  -7  k  </ ,  nella  quale  le  radici 
non  sieno  elevate  a  potenze  maggiori  di  q,  e  che  soddisfi  alla  prima  delle  equazioni 
superiori,  cioè  sia  una  funzione  delle  differenze  delle  radici  (Gap.  I,  n°  4). 

Applicazione.  —  Consideriamo  l'equazione  ai  quadrati  delle  difl'erenze  delle  radici 
della  /(  (.V,   1)^0,  ed  indichiamola  con 

E  evidente  che  un  coefficiente  qualunque  /'  è  una  funzione  simmetrica  delle  radici  del 
grado  2  s  che  soddisfa  all'equazione 


2: 


dx. 


e  che  le  più  alte  potenze  di  queUe  radici  saranno  ordinatamente  2,  4,  ...  2(h  —  i) 
in  b^,  b^,  ...  ('„_,,  e  2  (h  —  i)  per  tutti  gli  altri  coefficienti  b^,  ^„^,  ,  ...  /'^.  Ne 
risulta:  1°)  che  fra  quei  coefficienti  il  solo  b  è  un  invariante  della  forma  11;  2")  che 
tutti  gli  altri  coefficienti  sono  funzioni  razionali,  intere,  di  primi  coefficienti  di  cova- 
rianti della  forma  ;;.  Infatti,  indicando  con  g  d  grado  rispetto  aUe  radici  di  uno  qua- 
lunque dei  coefficienti,  e  con  w  la  potenza  più  alta  delle  radici  nel  medesimo,  dovrà 
essere  : 
(44)  a  =  |h(o,      oppure      g  = -^(luo  —  m) 
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(essendo  m  un  numero  intero)  secondo  che  quel  coefficiente  è  un  invariante  od  il 
primo  coefficiente  di  un  covariante  della  forma  ii.  Ora  per  un  coefficiente  b^  si  hanno: 

g  =  2  s ,         co  =  2  i  (s  =  o,  I,  . . .  n  —  I) 

e  quindi  la  prima  delle  equazioni  (44)  non  può  verificarsi  che  per  h  =  2,  e  la  se- 
conda dà 

m  =  2  s  (il  —  2)  ; 
oppure 

g  :=  2S  ,  OJ  =  2  (»  —  l)  (i  =  H,  «  4-  I,  .  .  .  [i.) 

ed  in  conseguenza  la  prima  delle  (44)  è  soddisfatta  da  s  =  [j.,  e  la  seconda  dà 

ìli  =  2  [h  (h  —  I  )  —  2  s] . 

Dunque  i  coefficienti  b^ ,  b,,  ...  b^^_^  saranno  funzioni  razionali,  intere,  di  primi  coef- 
ficienti di  covarianti  della  forma  /(  dei  gradi  2,  4,  .  .  .  2  (;;  —  i)  e  degh  ordini 
2  (h  —  2),  4  («  —  2),  ...  2  («  —  i)(//  —  2);  ed  i  coefficienti  /'„ ,  /'„^ , ,  .  . .  b^_^  fun- 
zioni razionali,  intere,  di  primi  coefficienti  di  covarianti  della  forma  //,  tutti  del  grado 
2  (h  —  i)  e  degli  ordini  2  (;;'  —  3  ;;) ,  2  (»"  —  5  ;;  —  2),  ...  8,  4.  Il  coefficiente 
b  sarà  un  invariante  della  forma  u  del  grado  2  («  —  i),  cioè  sarà  il  discriminante 
della  forma  stessa.  Suppongasi  «  =  4,  e  posto 

a=:fl„,         b  =  a^^a^  —  a\,         e  ^  ala,  —  ^  a^a^a,_-\-  2  a\, 

'  =  ^'o^  —  4'h^-,  +  3  "U      ì  =  «o'^^  +  2«,^,fl;  —  a^a:  —  a]a^  —  a], 

i,  j  sono,  come  mostreremo  in  seguito,  i  due  soli  invarianti  indipendenti  della  forma 
biquadratica  /(,  ed  a,  b,  e  sono  i  primi  coefficienti  degU  unici  covarianti  indipendenti 
della  forma  stessa.  È  evidente  che,  combinando  per  prodotti  quelle  cinque  quantità  o 
le  loro  potenze,  si  otteirannc  delle  espressioni  le  quaU  potranno  essere  i  primi  coeffi- 
cienti di  covarianti  della  forma  biquadratica  //,  e  che  i  gradi  dei  medesimi  coefficienti 
verranno  determinati  dalla  stabilita  relazione  fra  l'indice  e  l'ordine  (n"  2).  Quindi  i 
coefficienti  b^,  b^,  ...  b  dell'equazione  ai  quadrati  delle  diflerenze  dell'equazione  del 
quarto  grado  saranno  funzioni  lineari  delle  seguenti  quantità  : 

/;,   di  b;         b,  di  /r,  a'i;         b.  di  />',  a' b  i ,  a' j  ,  e""; 

b^  di  b'i,  abj,  ct'i';         b    di  bV,  aij;         i,,  di  ;',  ;'"  ; 

ed  osservando  clie  si  ha  identicamente 

e""  =  a'bi  —  4/''  —  a^  j 

il  valore  di  b^  potrà  formarsi  colle  sole  quantità  /'',  a^'bi,  a'j.    Determinando  i  coef- 
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fidenti  numerici  mediante  la    considerazione  di   equazioni    biquadratiche  particolari,  ot- 
tengonsi  facilmente  i  seguenti  valori: 

O 

"o 
o 


GAP.  IV.  —  Delle   equazioni   alle   derivate,   caratteristiche 

PEL     DISCRIMINANTE. 

I.  Abbiamo  dimostrato  al  Gap.  I,  n°  4,  che  il  discriminante  di  una  torma  bi- 
naria qualunque  è  un  invariante  della  medesima;  quindi  il  discriminante  della  forma 
di  grado  n  dovrà  soddisfare  alle  equazioni  (38)  caratteristiche  per  gli  invarianti  di 
quella  forma.  Ma  nel  caso  del  discriminante  queste  equazioni  fanno  parte  di  un  gruppo 
di  n  equazioni  alle  derivate,  le  quali  sono  soddisfatte  dal  medesimo  e  che  perciò  de- 
nomineremo equazioni  caratteristiche  pel  discriminante. 

Rammentando  le  denominazioni  introdotte  al  n°  5  del  Gap.  antecedente  e  le  note 
relazioni  Newtoniane  fra  le  somme  delle  potenze  delle  radici  ed  i  coefficienti,  ponendo 

1 
—   ("    —   >■   +   O/'.-i'r-.  «,„-  '^r-  , 

si  otterrà  facilmente  la  relazione  : 

I  *  ^ 

BRioscHi,  tomo  I.  48 
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Sia  ora  >.  una   funzione   qualsivoglia   dei   coefficienti  a^,  a^,  ...  e  quindi   delle  radici 
.\-j ,  .V,,  ...  dell'equazione  // (.v,   i)  z=  o.  Essendo 

di  da^        di   da^  .di  8a„ di 

da,  d.\\        da^  dx^  T  •  •  •  ~r  ~^^    ^  .^        ^_^  > 


SI  avrà  : 

,,i  di     ,      1  d)v.  ,1  di  V"3fl„,  8>. 

K-i)j     p^     '"''dd^^  p,_    '"-dtK~  P„    '"-"da,,  ^"'Z_5.v    dx^ 

Suppongasi  la  funzione  1  eguale  al  discriminante  A  della  forma  //  (.v,  j)  dell'ennesimo 
grado,  cioè  sia 

1  =  1^  <'"-'(.v.  -  ..y(x^  -  x.)^  .  . .  (v,^,  -  .xj; 

dii        ,  d'u       . 

ponendo  ;/  (a)  =^  -p ,    /(  (v)  =  -r— ^  ,  si  avrà  : 

^-^   _  v""(-0. 

ÒA--        «'(X-J' 

od  anche  per  la  formola 

L^==    ■^""~' 

Pr  àa,        »'(xj 
sarà: 

_5A 
d> 

Ora 

srdadx,  "^da^dx^ 

Ni  L  £_   ^  o  >s  ^  —   =    I   • 

quindi  : 


U        .        x.Pi      5a\   I  («—2)     5a-,  I  (?z— 2X«— 3)   5.V,  I        ó.vH 

5x,       ^        ^    IP.    "àa^^     p.       'da^^       i.ip^        'da^^      ^  p^   '-'àaj 


-r-da,„  dS         .  ,      n/  i      \P,„  -  . 

—   >' ^r— ^ -^ — ^  (i!  —  ìli -f- 2)(n  —  w4-i)-^^=^'^     ,^, 

4d.v.  a.v,     ^        ^  ^^        ^  ^  p,„   '"-^ 


e  sostituendo  nella  (45)  : 

Il  _ 

(4O  ^jr  "■•"'' dJ  ^  '^"  ~  '"  +  -^^"  ~  '"  +  Oa,,-. '',„_.  •^• 

In  questa  equazione  la  in  potendo  assumere  i  valori  i,  2,  3,  ...  w,  si  ottengono  n 
equazioni  alle  quali  deve  soddisfare  il  discriminante.  Le  prime  tre  fra  esse  sono  co- 
muni cogli  invarianti;  per  mezzo  delle  altre  si  potrà  esprimere  il  discriminante  della 
forma  di   grado  11  in    funzione   dei   suoi   invarianti.   Se    nella    equazione  (46)  si  pone 
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m  =  I,  SI  ottiene: 

quindi   1.1   equazione   (46)    per   m  =  2,  3,  ...  «   si   potrà 'porre   sotto  la    forma  più 
semplice  : 

n 

j       X  r  r 

supposto 

m — I 

A„  ^  =  \  (r  -{-  m  —  2  s)  p     p  a      a 

I 

Applicazione.  —  Considero  la  forma  di  quinto  grado 

0^0 >  «,.  '^..  «;,  ",,  ^i)(-v,  jy)'. 
Ponendo  per  brevità  : 

—  6  a  =  rz_^  C  —  2a^B  -{-  a,J, 

—  G'p-=aC  —  2a,B-\-a,A, 

'  I  21,» 

—  6  Y  =  i7,  C  —  2  fl,  B  -j-  (7,  yi , 

—  Gii  ^  a.C  —  2  a  B-\-ci.A, 

gli  invarianti  di  quarto  grado  e  di  ottavo  grado  della  medesima  si  ponno  porre  sotto 
la  forma  : 

I^  =  AC-B\ 

h  =  9  yo^  -  r)  +  Bo-  -  ^^5)  +  c(ay  -  r)]. 

Ora,  operando  su  questi  invarianti   col    simbolo  (47),  nel  quale  facciasi  m  =  4,  si  ot- 
tengono le  relazioni  : 

É  j-^-lè  =  3oaJ,^  -f  48(^Y  -  2  SS  +  Ca), 
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quindi,  ponendo 
si  »;ivrà  : 

ma,  per  Li  (47)  dovendo  essere  nullo  l'ultimo  termine  del  secondo  membro,  risulterà 
/;  =  —  128,  per  cui: 

A  =  /^-  128  4. 

2.  Sia  '1'(a',  j)  =  (a^,  a^,  ...  s"-,)  (-v,  3')'  un  covariante  della  forma  dell'ennesimo 
grado,  ed  indicando  con  P,„  il  simbolo  di  operazione 

suppongansi  : 

/     P  (7.)  =  1   a       7.4-  a   sa     .  a,  , 

(48)  '    P,„  (*,)  =  P„.  s  «,„_.  °^,_,  +  (^  [>■„,  +  \.,)  '^,„_.  ^'^ , 

per  r  =  2,  3,  ...  i  —  i .  Le  ji„, ,  (j.„ ,  1,„ ,  p.,„  sono  coefficienti  numerici. 

Rappresenti   9(a„,  a_ ,  ...  a^)    un   invariante   di   grado    k   della    forma   "}(a,  j); 
essendo 

P.i9)  =  IJ/..,  W  +  ||;^.,.(^-.)  +  •  •  •  +  |^P„(0, 
si  otterrà,  pei  valori  superiori, 

^™  (?)  =  Y"  (^  f-".  +  2  >„,  )  fl,„_,  9  ; 
quindi  rammentando  l'equazione  (47),  se 

(49)  —  0  }>■„.  +  2  >•„,)  =  p  («  -  '«  +  2)  («  —  w  +  !)/'„,_, , 

sarà 

?  =  sA^ 
e,  p  coefficienti  numerici. 

Esempio.  —  Sia  11  =  4,  in  ==  4,    ed   indicando   con   v   l'Hessiano   della    forma   11 
(Gap.  II,  n"  3)  si  supponga  : 
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d  U        d  U 

\dx     d  y 
sarà  i  =  6,  e  l'equazione  Q9)  diverrà: 

Ora,  lormando  le  (48)  si  trovano  in  questo  caso  i  valori  p  =  q  =:  i,  >  =  —  3, 
,"-^  =  3;  quindi  k  =  2f;  cioè:  gU  invarianli  del  covariante  <!^  del  sesto  ordine  sotto  tutti 
poten-^e  del  discriminante  della  forma  di  quarto  grado  *). 

3.  Aggiungiamo  una    seconda  applicazione  della   formola  generale  (45).   Ponendo 
/.  =  x^  si  ottiene  : 

j      X  r  r 

e  da  essa  deduconsi  n  equazioni  alle  derivate,  alle  quali  deve  soddisfare  ciascuna  delle 
radici  dell'equazione  ii(^x,  i)  i^  0. 


CAP.  V.  —  Dei  covarianti  e  degli  invarianti  non  legati  fra  loro 

DA     RELAZIONI     LINEARI. 


i.  Eulero,  nelle  sue  ricerche  sulla  partizione  dei  numeri  **),  ha  dimostrato  che 
il  numero  dei  modi,  in  cui  un  numero  s  può  esser  formato  da  una  somma  di  r  ter- 
mini della  serie  0,1,2,  ...  n  (supponendo  che  ciascun  elemento  possa  essere  ripetuto 
un  indefinito  numero  di  volte),  è  eguale  al  coefficiente  di  .v'-'  nello  sviluppo  della 
espressione 

I 


Z  = 


Supponiamo 


*)  Her.mite,  Sur  ta  tììèorU  dcs  fcnctions  homogincs  à  deux  indéterminées  (second  Mémoire)  [Journal 
fùr  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  t.  LII  (1S56),  p.  i8j. 
**)  Introducilo  in  Analysin  iiifiniloruni,  Cap    XVI. 
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Cambiando  la  ^  in  x  ;^  si  ha  : 

(I  -OZ  =  (i-.v-0(i  +  ^.-v^+^.-v=r+  ...), 

e  dal  confronto  dei  coefficienti  delle  potenze  di  ^^  : 

dalla  quale  : 

(,0)  A  -  (i--^-)(i-^"-0---(i--v-) 

(^°)  ^'  -        (i-.)(i-.v^)...(i-.vO        • 

Se  quindi  col  simbolo  P(i,  r,  11)  indichiamo  il  numero  dei  termini  di  una  funzione 
omogenea  del  grado  r,  omogenea  in  indice  dell'ordine  s,  e  formata  cogli  elementi 
a^,  rt,,  rt,,  ...  rt„ ,  si  avr;\  evidentemente: 

r     ^    ur           A              a-           r     .      11        -1            ,.  (l  -  x""")  (l --^'""')  •  •  •  (l -^""0 
(  SI  )  r{s.  r,  )i)  =  coetnciente  cu  .y  nello  sviluppo  di  ^ — ; ^-) ;— — y^ ;r — -. 

^     ^  ^  (i — .y)(i — .v-)...(i — .V  ) 

2.  La  espressione  del  secondo  membro   dell'equazione  (50)  non  cambia  di  valore 
permutando  gli  esponenti  r,  n;  cioè,  indicando  quella  espressione  con  4' (-■^')'  ^'  '^'' ■ 

_  (i-.v-)(i-.v-)...(i-.v-). 
^^-^  (I  _.v)(i  _,-)...  (i_,-")       ' 

inoltre,  la  funzione  i  (.v)  soddisfa  all'equazione  : 


'-Hi)- 


H-v); 


quindi  si  hanno  per  la  funzione  P(.s',  r,  ìi)  le  seguenti  proprietà  : 

(52)  P{s,  r,n)  =  P{s,n,r), 

(53)  -PO',  '">  ")  =  -P(«'-  —  ^>  '">  "). 
alle  quali  possiamo  aggiungere  la 

(54)  P{_s,  '',  it)  =  o,     per     5>r;/. 

Un'altra  interessante  proprietà  della  stessa  funzione  ottiensi  osservando  che 

,  _  (i-v-)(i-y-0...(i-v— )  _  (i-.v"-)(i-.v-0...(i-v-) 

^^'^  -  (i-A)(i-A-)  ...  (i-x-0  (l_,-)(l_.r)  ...  (I_..-)     ' 

per  cui  : 

l\s,  r,  1,)  =r  P(s  +  r,  r,  "  +  1)  -  PC^  +  '',  '"  -  i,  "  +  0, 
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o,  cambiando  la  5  in  s  —  r  e  la  «  in  n  —  i  : 

Pis,  r,  n)  —  P(s,  r  — i,  ,/)  =  P(j  -  r,  r,  «  -  l), 
dalla  quale  : 

{55)  P(s,  r,  n)  —  ^.  P{s  —  m,  m,  ii  —  i). 

0 

Da  ultimo,  nello  sviluppo  della  funzione 

(5O     (I  -  -vOCi  -  -v^O  -  •  •  (1  -  -v'O  =  I  +  /J_  -  +  Bx  +  ...  -\-B,-^', 
si  ottiene  come  superiormente  : 

(l  -  X-)B,„  =  -  5,„_,A'"(I  -  A—-), 

ed  in  conseguenza  : 

B  =(-  ,r  ,i-'-'Ci  -  -V— )(i  -  A—) ...  (I  -  aQ 

"•  ^  ->      ■  (l   _.v)(i_.v^)    ...    (l_.v'") 

Ora,  sostituendo  questo  valore  nella  (56)  e  ponendo  ;<^  :=  x",  si  ha: 

(I    -.V— )(I--V-)    ...(I-A-) 

-  \;,r_  ^N-,."-H"-'— )(i  -  ^"""")  •  ■  ■  (i  -  A-Q. 
~4-  (i_.v)...o_,-'")  ' 

quindi  per  la  (51)  sarà: 

(     P(s,  r,  n)  =  ^^  (—  i)"  X  coefficiente  dì  x'  in 
(57) 


rtiMH m(m-i-l) 

.V 


(:  _  .,)(i  _  .v^)  . . .  (I  _  ,,."■)•  (I  -  a)(i  -  A-0  ...  (I  -  A--)  ' 

od  anche  : 

r 

P(.<r,  r,  «)  =  y^'  (—  i)"  X  coefficiente  di  a'  in 


A--""^" 


(I  _  .v)(i  _  .V-)    .  .  .    (I   _  .,"■)•   (I   _  .v)(l   -   A-)    ...    (I   -  A--)    ' 

essendo  x^  s  —  mn.  Osserviamo  che  per  l'equazione  {^i')  si  potranno  avere  tutti  i 
valori  di  P(i,  r,  11),  allorquando  si  conoscano  quelli  pei  quah  sia  i  non  |>  di  -jin; 
quindi,  se  indichiamo  con  p  un  numero  che  è  pari  se  lo  è  il  prodotto  r  n,  e  dispari  nel 
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caso  contrario,  e  poniamo  nella  formola  superiore  5  =  ^Qir  —  p),  si  avrà  : 
(   P  \-  (;/;•  —  p),  r,  ni  =  V-  (—  i)'"  X  coefficiente  di  x"'  in 

(>«)  y ! 

(  (I  -  »)(i  -  «')  ...  {I  -.O-  (I  -  «)(.  -  .r)  ...  (I  -  X--)  • 

essendo 

T  =  T  ('■  —  2  ''0  >       P  =  -i  [/>  +  '«  ('«  +  0]- 

Ora  è  evidente  che  i  termini  della  sommatoria  del  secondo  membro  corrispondenti  a 
valori  di  in  pei  quali  risulta  wy  —  p  <[  o  sono  eguali  a  zero;  quindi  la  sommatoria  mede- 
sima potrà  estendersi  pel  caso  di  r  pari  da  m  •=  o  ad  w  =  ^  r  —  i ,  e  pel  caso  di  r 
dispari  da  m  =  0  ad  jm  =  -^  (''  —  i  )• 

3.  Supponiamo  ;•  pari  e  poniamo  per  brevità  : 

ir(.,)  _  (I  _  .,)  .  .  .  (I  _  .,".). (I  _  .,)  .  .  .  (I  _  .,.-."). 
si  avrà  : 

P  Q  (;;;•  —  p),  r,  hI  =  \"'  ( —  i)'"  X  coefficiente  di  .v"''  in    ,,,  .  • 

o 

Rappresentiamo  con  i  —  .v",  i  —  x'',  i  — x' ,  . ..  i  fottori  di  F(x),  e  siano  a^,  l\,  c^,  ... 
i  minimi  multipli  comuni  ai  numeri  a,  h,  e,  ...  ed  al  numero  y;  si  avrà: 

^^^■'  (i  —  .v"  )(i  _  .X*  )(i  —  .v'  )  .  .  .   -  ''  ^'^■>  ' 

essendo  o  (.v)  una  funzione  intera  di  .v.  O^sia,  ponendo 

/(,.)  =  (i_.v".)(l-.v'0(l-.v'0-.. 
sarà 

I       _  o(.v) 


^x^)  ~  ;(-v)  ' 


e 


>(.v) 


^[t  ('"•  -  /')'  '"'  "]  =  5;'  (—  0'"  X  coefficiente  di  .v"'  in  '-yl^ 

Ora  gli  esponenti  di  x  nel  polinomio  /(-v)  sono  evidentemente  multipli  di  y;  quindi 
nel  polinomio  .v^'f  (.t)  si  potranno  trascurare  quei  termini  nei  quali  l'esponente  della 
X  non  è  un  multiplo  di  y,  giacché  i  medesimi  non  influiscono  sul  valore  del  coefficiente 
di  x""''.   Indicando  con  '><{x'^)  il  polinomio    risultante    dal  trascurare   quei  termini,  e  pò- 
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nendo  /(.v)  m  u.(.v~'),  si  avrà  : 

4-.-, 
p[±  („r  -p),r,  n]  =  ^  (-  i)'"  X  coefficiente  di  x"'  in  ^ 
ossia 

-Lr-l 

P[t  («'■  -P),  r,  n]  =  V.  (—  O"  X  coefficiente  di  x"  in  ^^ 
od  anche 

P[j  («r  —  /)),  r,  k]  =  coefficiente  di  x"  in  ^  (—  i)"  ^^. 


Se  r  è  dispari,  ponendo  .v'  in  luogo  di  .v  nel  secondo  membro  dell'equazione  (j8),  si 
potrà  anche  in  questo  caso  applicare  la  trasformazione  superiore,  e  si  giungerà  alla 

-f(r_.) 

p^±(,n—p),  r,  «]  =  coefficiente  di  x"  in  ^"  (-  O^M^y, 

o 

nella  quale  a^  (.v),  a^  (.v)  sono  due  funzioni  intere  di  -v.  Quindi,  tanto  per  r  pari,  quanto 
per  r  dispari,  si  avrà  l'equazione  : 

P f-  (h r  —  p),  r ,  n\  =  coefficiente  di  .\"  in  -^^ , 

L  -I  V  {X) 

essendo  m(.v)  una  funzione  intera  di  x,  e  v{x)  il  prodotto  di  fattori  della  forma  i  — x®*). 
Esempio.  —  Sieno  r  =  4,  ^  ^  2;  l'equazione  (58)  darà 

P[-(4.n  —  2),  4,  ìi\  =  coefficiente  di  .v'"  in  -^ r-^ r^ rr-^ rr- 

—  coefficiente  di  .v"  in  -7 ttt tt? vT- 

(l  -  .v)^(i— x^)(i  — -v) 

Per  ridurre  la  prima  frazione  osserviamo  che,  essendo  ordinatamente  2,  2,  6,  4  i  minimi 
multipli  comuni  ai  numeri  i,  2,  3,  4  ed  al  numero  2,  si  ha: 

(i-.vT(i-,x-0(i-x')  _  (i-.vO(i-xO  _        ,    ^.    ,     ^,    ,    ^. 

(:  _  ,.)(!  _  ..-)(i  _  .v')(i  _  .X-)    -  (I  _  .v)(i  -  -vO  -^  -  ^  -    -t-      ' 

quindi  la  prima  frazione  equivale  alla 


(i-.ry(i-.vO(i--vO' 


*)  Caylev,  Researches  on  the  Partition  of  yumbers  [Philosophical  Transactions,  a.  1856,  p.  127]. 

BRioscHi,  tomo  I.  49 
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e,  trascurando  i  termini  del  numeratore  nei  quali  gli  esponenti  della  .\  non  sono  mul- 
tipli di  due,  si  giungerà  alla 

X  -\-  x' 

P(2  II  —  I,  4,  il)  =  coefficiente  di  .v"  in  , -^ — '■ — ^^ j^ 


■  coefficiente  di  x"  in 


ii->:ni-x')(i-xr 

o  ri  ducendo  : 

P(2u  —  I,  4,  «)  =  coefficiente  di  x"  in    ^^  _  ,,y(^^  ^  ^^^(^^  _  ,.'>-^  ■ 

4.  La  espressione  0  (x)  [equazione  (59)]  si  può  otteiìere  nel  seguente  modo.  Posto 

(60)  ?(-v) = [;i^'][;z^'');:: = i  +  e, a + ^x^  + . . .  +  c,x% 

si  indichino  con  a,  (i,  y ,  . . .  le  radici  dell'equazione 

(i_.,")(i_.,>)(i_.v')  ...  =.0 

e  con  Xj ,  'ti^ ,  y, ,  . . .  quelle  della 

(i_.v".)(i-a'0(i--v'0  ...  =0; 
ora,  indicando  con  i,„  la  espressione 


_L,    J_,    J__L  _J ? L_ 

«:  "^  1^:  "^  y:  "^  •  •  •     a"'     r    f     ■  •  •  > 


si  ha  facilmente  : 


Ili  =  ^-  +  ^-^-  +  v^-=  +  ^. -■'+••■' 


quindi,  deducendosi  dalla  (60)  la 

?'W^      C.  +  2Qx+3C,x'+  ... 

si  avranno  le  seguenti  relazioni  : 

C, +  i,  =  0, 
!C,  +  C,i, +  5,  =  0, 
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I  valori  delle  5, ,  s^,  . . .  si  ottengono,  per  una  nota  proprietA  delle  equazioni  binomie, 
dalla  seguente  forinola  : 

>"  =  ^(^)  +  ^(^)  +  K")  +  --^'(T)-'<f)-KT)--. 

nella  quale  il  simbolo  £  (  -y-  I  rappresenta  una  quantità,  clie  è  nulla  se  /;  non  è  divi- 
sibile esattamente  per  k,  ed  è  eguale  a  k  nel  caso  contrario. 
Esempio. 

■P(t"'  3.  ")  =  coefficiente  di  x'"  in  ^ ^^ ,.  , r^ 

—  coefficiente  di    x"  in  -p ^^-r-^ r- , 

(i_.r)-(i  -.v^) 

o  riducendo  col  metodo  suesposto  : 

P(-  il,   ? ,  n)  ^  coefficiente  di  x"  in  -> ~y^ ^r- 

^-         ^       '  (i  — A-)-(i  -  A'O 


.s 

coefficiente  di  a"  in 


od  anche  supponendo  n  pari  : 

—  ;; ,   2,  ;;)  =  coefficiente  di  x'  in -7 ^tt— j\i- • 

-  '  -"     /  (1  —  a)  (i  —  a) 

Ora,  ponendo 


(i-xni-xj 

i  coefficienti  C, ,   C^,  ...  saranno  dati  dalle  forniole  (éi),  nelle  quali 


=  Ìt)  —  ^<t)- 


ossia 

quindi  : 

Pi  3,  3,  2)  =  C.  =    2, 

P(  6,  3,  4)  =  C=    5, 

Pi  9,  3,  6)  =  C=    8, 

P(i2,  3,  8)  =  C;=i3, 
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5.  Supponiamo  che  la  funzione  omogenea  del  grado  r,  omogenea  in  indice  dell'or- 
dine s  e  formata  cogli  elementi  a^,  a^,  ...  a^^,  debba  soddisfare  all'equazione 

^-^  "da     '         'da  da      '  '        "-'da 

12,  il 

Operando  col  primo  membro  della  equazione  superiore  sulki  funzione  data,  ottiensi  evi- 
dentemente una  funzione  delle  a^,  a^,  ...  r7„  omogenea  di  grado  ;■,  di  indice  5  —  i, 
e  quindi  composta  di  un  numero  P(i  —  i ,  r,  ;/)  di  termini.  Mediante  l'equazione  supe- 
riore si  potrà  in  conseguenza  determinare  un  numero  P(s  —  i,  r,  11)  di  coefficienti 
numerici  della  funzione  proposta,  e  sar.ì 

0(s,  r.  II)  —  P(s,  r,  n)  —  P(s  ^  i  ,  r ,  n) 

il  numero  dei  coefficienti  indeterminati  della  medesima.  Se  a  questi  coefficienti  indeter- 
minati si  danno  dei  valori  arbitrar),  si  potranno  ottenere  moltissime  forme  ditì'erenti  fra 
loro,  ma  di  queste  non  saranno  indipendenti  che  un  numero  Q(s,  r ,  ;;),  essendole 
altre  legate  ad  esse  per  mezzo  di  equazioni  lineari  a  coefficienti  numerici. 

Dunque  il  numero  delle  forme  composte  dagli  elementi  n^,  a^,  ...  a^^,  di  grado 
r  e  di  indice  s,  le  quali  soddisfano  all'equazione  (62),  e  sono  indipendenti,  cioè  non 
legate  da  relazioni  lineari,  è  Q(s,  r,  11).  *)  Ora  per  la  equazione  (51)  si  ha: 

0  (s ,  r .  il')  =  coefficiente  di  .v'  nello  sviluppo  di  -^ — 7 ^^-^ ./  ''  ^ '-^ — ^  ; 

—  ^    '       '       ->  <:'^  (l .v)(l X')...(l .\-')  ' 

quindi  analogamente  alle  equazioni  (52),  (^)S)j  (SS)  ^^  hanno  le 

(  Q(^,  '">  «)  =  GO',  !>,  '•).         G(^>  r,  n)  =  —  0(nr  —  s  -{- i ,  r ,  11) 
)  Q(s,  r,  i!)  =  ^Q(_s  —  m,  w,  il —  1), 

\  o 

ed  analogamente  alla  (58): 

(  Q  \j-(.'"'  —  P)>  ^y  "1  =  yj'  (~  0"'  X  coefficiente  di  x"'^  in 

(       (,_.v-)(,_,-')...(,-,)-(.-.v")(" --«')•■•  (■-•«'"")' 
Operando  come  al  n"  3  per  la  funzione  P  si  giungerà  alla 

Q  fyC»  ;■  —  p),  r,  ìli  =  coefficiente  di  .v"  in  yV  { , 


•)  Caylev,  a  Saoitd  Manoir  iipoit  Quaulics  [Philosophicil  Trans.icrions,  a.   1856,  p.   loi]. 
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nella  quale  U(x)  è  una  funzione  intera  di  x,  e  l\x)  il  prodotto  di  fattori  della  for- 


ma  I  —  a". 


6.  Rammentando  (Gap.  I,  n°  i;  Gap.  Ili,  n"  3)  che  una  funzione  omogenea  di 
grado  r  delle  a^,  a^,  a,_,  ...  a^.,  la  quale  sia  omogenea  in  indice  dell'ordine  \nr  t 
soddisfi  all'equazione  (62),  è  un  invariante  della  forma  dell'ennesimo  grado,  è  cliiaro 
che  la  espressione  O  (^  «  '',  r,  ii)  determinerà  per  quella  forma  il  numero  degli  inva- 
rianti indipendenti  del  grado  ;•.  Gosi,  siccome  una  funzione  omogenea  di  grado  /■  delle 
'^o  '  ^,'  ■•  ■  ^„  >  1^  '^^^^^  sia  omogenea  in  indice  dell'ordine  ^  («  r  —  p)  e  soddisfi  alli 
eqiuizione  (62),  è  il  primo  coefficiente  di  un  covariante  dell'ordine  p  della  forma  del- 
l'ennesimo grado,  la  espressione  O  [^  (/;  r  —  /)),  r,  n  |  darà  per  Li  forma  medesima  il 
numero  dei  covarianti  indipendenti  di  grado  r  e  di  ordine  p.  Quindi,  se  n  r  è  pari,  il 
numero  totale  degli  invarianti  e  dei  covarianti  indipendenti  di  grado  r  della  forma  del- 
l'ennesimo grado  sarà 

Q  (I  nr,  r,  n)  +  O  [|(«;-  -  2),  ,,  h]  -f  O  [±  („r  -  4),  ,-,  ;;]+... 

+  0(1,  ;•,  n)^P{-^nr,  r,  «)  ; 

e,  nel  caso  di  ii  r  dispari,  il  numero  totale  dei  covarianti  indipendenti  di  grado  r  della 
forma  stessa  sarà 

0[|(„r-i),,-,.]  +  0[|(«,-3),,-,H]  +  ...  +  G(i,,-,„)  =  P[|(„,_i),,,„]. 

Osserviamo  che,  essendo  (63) 

Ql\{nr-p),r,  „]  =  Q  [|  0»  - />),  «,  ;]  , 

la  espressione  Qf-rC'"' — ?)>  '■,  "\  rappresenterà  tanto  il  numero  dei  covarùinti  indi- 
pendenti di  grado  r  e  di  ordine  p  della  forma  dell'ennesimo  grado,  quanto  quello  dei 
covarianti  indipendenti  di  grado  n  e  di  ordine  p  della  forma  dell'erresimo  grado.  Talché 
può  dirsi  che:  ad  ogni  covarianU  d'ordine  p  e  di  grado  r  della  forma  di  grado  n  corri- 
sponde un  covarianU  d'ordine  p  e  di  grado  n  della  forma  di  grado  r.  Questa  proprietà 
dei  covarianti,  la  quale  vale  evidentemente  anche  per  gli  invarianti,  viene  denominata 
legge  di  reciprocità. 

7.  Le  Tabelle  A,  B,  C,  ...  P    seguenti   furono    calcolate    coi    metodi    esposti  ai 
n'  2,  3,  4. 
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Dalla  Tabella  A,  essendo 

QQi,  2,  )/)  =  coefficiente  di  a"  in   i  -f  •■^■'  +  -■^■'  +  •  ■  •  > 

deducesi  che  tutte  le  forme  di  grado  pari  hanno  uno,  ed  un  solo,  invariante  quadratico 
(Gap.  I,  n"  4).  Dalla  stessa  Tabella  essendo 

(2(m,   5,  h)  =  coefficiente  di  a"  in   i  -j-  x*  -j-  a*  -|~  •  •  •  > 

si  ha  che  :  le  sole  forme  di  grado  ^  o  (mod.  4)  hanno  un  invariatiic  cubico;  quindi  per  la 
legge  di  reciprocità  la  forma  cubica  avrà  un  invariante  di  quarto  grado  (il  discriminante 
di  quella  forma),  uno  di  grado  ottavo  (il  quadrato  del  discriminante),  ecc. 
Dalla  Tabella  B  si  ha  : 

QQi  —  I,  2,  w)  =  coefficiente  di  a"  in  x  -\-  x'  -(-  a'  -(-  a'  -|-  ...  ; 

quindi:  Inltc  le  forme  di  grado  dispari  avranno  uno,  ed  un  solo,  covariante  di  secondo  grado 
e  di  secondo  ordine.  Cosi,  per  la  medesima  Tabella  essendo 

.      2  1^1(3  „  _  2),  3,  h]  =  coefficiente  di  a"  in  a^i  +  x'  +  -v'  +  . . .  ) , 

<2(2«  —  I,  4>  «)  =  o> 

deducesi  che  :  le  sole  forme  di  grado  ^  2  (mod.  4)  hanno  un  covariante  di  ter^o  grado 
e  di  secondo  ordine,  e  che  nessnna  forma  binaria  ha  covariante  di  quarto  grado  e  di  secondo 
ordine. 

Dalla  Tabella  C  si  avrà  che  :  tutte  le  forme  di  grado  pari  hanno  uno,  ed  un  solo, 
covariante  di  secondo  grado  e  di  quarto  ordine;  che:  le  sole  forme  di  grado  ^  o  (mod.  4) 
hanno  un  covariante  di  ter^o  grado  e  di  quarto  ordine;  e  che  :  le  jorine  dei  gradi  yn,  yn  —  I , 
3  »j  —  2  hanno  ciascuna  m  covarianti  di  quarto  grado  e  di  quarto  ordine. 

Dalla  Tabella  G,  essendo 

Q[t(3«  -i).    3.  >']=o, 

deducesi  che:  nessuna  forma  può  avere  covariante  lineare  e  di  ler:^o  grado;  e,  reciproca- 
mente, che  la  forma  cubica  non  ha  covariante  lineare. 

Da  ultimo,  dalle  Tabelle  N,  P  si  ha  che  :  il  numero  totale  degli  invarianti  e  dei  cova- 
rianti di  secondo  grado  per  le  forme  dei  gradi  2  m,  2ni  -\-  1  è  w  -f-  i;  e  che  :  il  numero  totale 
dei  covarianti  di  ter^o  grado  per  una  forma  di  grado  2  m  -{-  1  è 

("'  +  0("'  +  2) 
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Tabella   A. 


Q(^nr,  r,  «j  =  coefficiente  di  a"  in  A  (;)  =  coefficiente  di  x    in  A  i^n)  : 

-^  (->  =  T^  ='  +  ■'"  + -^■' +••• ' 


A  (4)=  ' 


A  (6)  = 


(,_a-)(i_.vi)' 

I  —  x>^ 


(l    —  X*){1   —  .VS)(I    _A.-'=)(l  —  .V'S)' 

I  —  x'>° 

(I    —  .V')(I    —  .\-t)(l    —  .X-6)(l  —  .V'°)(l    —  .X'S)    ' 


A  (")  =  '  —  ^'^  +  2  x-'  —  x'°  +  5  .v'^  +  2  ■v'-'  +  6  x"^  -f  2  x'^  +  5  .x'o  —  .r"  -|-  2  a:'4  _  ^^6  _[_  ^32 

(I  —  .v^)(l— .x«)(i  —  .x8)(i  —  .v">)(i  —  x"^)  ' 

^(8->_  (■   —  ^)(l  +  -V  —  .V5  —  .v4  -(-  A,-'  +  X-  -j-  .X-S+  .v9+  x'°—  X'-—  x'i+.v'S-f-.v"') 

(I  -Ar^y(i  -xij^(i  -  .v^)(i  -.vi)(i  -X')  ^  ■ 


Tabella   B. 


Q\~(nr  —  2),  r,  h    =  coefficiente  di  .v"  in  B (r)  =  coefficiente  di  .v'  in  B(n)  ; 
B(2)  =  Y^.   =  ni  -}-  .X-  4-  x+  +  .  . .)  , 

£(4)  =  o, 

B(5)-  ^'(^-^•'^) 


B(6)  = 


(I  —  j;4)Mi  —  x6)(i  —  .v8)  ' 

A- 5 

(I  —  x'y(i  —  A-t)(i  —  Ai)  ■ 
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Tabella   C. 


(qF— (,i  r  —  4),  r,  i?\  =  coefficiente  di  .v"  in  C{r')  =  coefficiente  di  x'  in  C(n)  ; 
^(5)  ==  -7^^  =  -v^  (I  +  -v*  +  A-S  +  .  .  .)  , 


+  «  x;'"-3  +  w  xi'"-^  +  m  .vi'"-'  +  .  ,  .  )  , 


rr    s,_  A-4(2  +  x'  +  2x4) 

'-'''"      (I   _.r4)(l   -X6)(I  —  X-S)    ' 

^^'^  =    (I-X^)^(l-Xi)(l-X4)    • 


Tabella   D. 


^)  fi-  (,i  r  —  6j,  j-j  H 1  =  coefficiente  di  .v"  in  D  (r)  =  coefficiente  di  -v'   in  D  (h)  : 
D{2)  =  "T^V  =  •'■'  ^'  +  •'"  +  ^^  +  •  •  •  )  ' 

^(5)  =    (,r.^^)7/l ',..,)    =  ^=  f  >   +  A-  +  2  .V4  +  .v^  +2X'  +  X'O  +  2  .V-  +    .  .  .  )  • 

D(4)  = 


75(6)  = 


(I  _  .v^  j(i  —  .vi;   ' 
x'(i  —  xs  ) 

(I-.X)(I-.V4)(I-.VM(I  —  A-S)' 

A(l    -    A7) 

(l   —  X^)^  (l   —  .V>  )(l   —  .X4J(I   —  X>   ) 
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Tabella   E. 


C|y("'  —  8j,  r,  hJ  =  coefficiente  di  .v"  in  £(/)  =  coefficiente  di  x'  in  £  (n)  : 


£(2)  =  --^  =  -v^  (I  +  .x=  +  A-4  +  .  . .  ), 


E(ì) 


1  —  X- 

X+  (l  —  .v«  ) 


(,    _.X-^)(I    -X4)    • 

£(4)  = 


E(S)  = 

£(6)  = 


(I    -    A)  {^1    -X=)       ' 

X-*  (2  +  2  X-  +  2  A.-»  —  3  x**  —  3  x'°  _  3  x'^  +  x'*) 

(F^  x4  y  (i  —  x<;  )  (I  —  xs ) 

x=  Ci  —  X' ) 

(■   -X)(I-X^)MI   -X4)(I-XS)     ■ 


Tabella   F. 


(2r— (»  r  —  IO),  r,  «I  =  coefficiente  di  x"  in  F(r)  =  coefficiente  di  x'  in  F  (11) 


xS 

f(2)  = 


I  —  X- 

6  , 


f(3)=         '"-'' 


F(4)  = 


f())  = 


£(6)  = 


(I  -  x^)(i  -  x4)   ' 

X4 

(I  —  X)(I  —x>   ì   ' 

X^  (I  +  X'  +  3  x4  -f  3  x^-  +  4  x^  +  x-°  -  X"  -  x-^) 
(I  —  x»  ;(r  —  x^Xi  —  X») 

x5  (I  —  x>  —  x4  ) 


(I  —  X-)-  (I  —  x!  )(i  —  x4) 


T  S° 

BRiosCHi,  tomo  1. 
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Tabella    G. 


o[—(nr—  I),  ;•,  hI  =  coefficiente  di  x"  in  G  (r)  =  coefficiente  di  .v'  in  Gi>i): 
G(5J  =  o, 


^''^    (I  —  .v^)(l  —  xMd  — -v") 


Tabella   H. 


Q\  —  {>ir  —  3),  ),  «  =  coefficiente  di  .v"  in  //(e)  =  coefficiente  di  x'  in  H{n): 


^<3)  =  T^^  =  -V  f  I    +  .V-  +  .v4  +    .  .  .  ), 


(1   —  .V^)(l   —  Xi)(l   —  .x') 


Tabella    K. 


i2   —  (n  >•  —  5 ),  r,  ;ì  =  coefficiente  di  a"  in  K  tr/  =  coeffidente  di  x'  in  A' («)  : 


^'*3)  =  7^^   =  v'(l+.v-  +  .v^+   ...) 


Kis)  =  -  ^''-^"^^ 


(I  —  x^  )(l  .V*  J  (  I  —  x<'  )yi  —  .x»  ) 
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Tabella   L. 


Q  ^±  („  r  —  7),  r,  «j  =  coefficienti:  di  .v"  in  L  (r)  =  coefficiente  di  x'  in  L  (h) 

^  <  5  )  =  t:zV  =  •'' ^ '  +  •''  + -^ '+•••)  ' 

^  ,    .   _  V  (l   +  .V-  —  2  v''  —  A»  -j-  2  .X'+  +  X"^  —  .X'»)       ■ 


Tabella    M. 


C[t("  ''  ~  9).   ^   n]  =  coefficiente  di  .v"  in  M{r)  =  coefficiente  di  .v"^  in  M(n) 


M(3)  = 


e!  (I  -[-  3  x'  -f  2  A+  —  2  XS—  3  A,">  —  X'=  —  x'-t  +  .\-'5) 


(,  _.V4)=^,_.V6)(I_^8) 


Tabella   N. 


P(-|-  H  r,  e,   n)  =  coefficiente  di  .v"  in  .VCr)  ^  coefficiente  di  x'  in  iV(«): 
^'  ^-'  =  (^i  _  .V)  (I  —  v^  )"  ='  +  ■'■  +-  -^-'  +  2  A-'  +  .  . .  +  (m  +  I)  x=-  +  (m  +  I)  x^"—  +  . . .  , 
A  (5)  = 


(I  -x^)^  (I  —  x4)^ 

A- (4) 


A'(5) 


u  —  X)  (i  —  X-  )^  CI  —  x>  y  ' 

I  _|_  .v^  -I-  6  x+  +  9  X*  +  12  x''  +  9  x'°  +  6  x"  +  x't  +  x'^ 


(1  _  .v^  y-  (I  _  x+  )  (I  —  x6  )  (I  —  x«  ) 

^  r  +  x^  +  3  xi  +  4  x4  +  4  xJ  +  4  .v"  +  3  x'  +  x^  +  x' 
'""'  (I  —  X)  (I  —  x^)^  U  —  xì  )(i  —  x<  )(i  —  xi  ) 


/ 
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Tabella   P. 


P{ì) 


P\^(nr —  0,  )■,  w|  =  coefficiente  di  x"  in  P  (r;  =;  coefficiente  di  x'  in  P(«): 


(I   —  X)> 


_  .V  (  I  +  4  a:'  +  8  .t-t  +  IO  x^  +  IO  .x-"  +  8  x'°  +  4  .v''  +  .x'-*) 
''''~  (I  —  .v^  J^  (I  —  x-t)(i  —  A.-^)  (I  —  .x-8  ) 


GAP.  VI.  —  Dei   c  o  a-  a  r  i  a  n  t  i   e   degli   invarianti  irreducibili. 

I.  Un  covariante  od  un  invariante  di  una  data  l'orma  dicesi  !V)-t'i//(f;7'i7i' allorquando 
sia  impossibile  l'esprimere  il  medesimo  in  funzione  razionale,  intera,  di  altri  covarianti 
ed  invarianti  della  forma  stessa. 

Considerando  la  forma  dell'ennesimo  grado,  sieno  per  la  medesima  C, ,  C^,  ... 
i  numeri  di  tutti  i  covarianti  indipendenti  dei  gradi  primo,  secondo,  ecc.,  e  y^ ,  y^,  ... 
i  numeri  di  tutti  i  covarianti  irreducibili  dei  gradi  primo,  secondo,  ecc.,  qualunque 
sia  l'ordine  dei  medesimi,  e  quindi  compresivi  gli  invarianti.  Denomineremo  con 
A'  ,  7_ ,  Z_ ,  .  .  .  i  Y,  covarianti  irreducibili  di  primo  grado;  con  A'^ ,  F^,  Z^,  ...  i  y^ 
covarianti  irreducibili  del  secondo  grado;  itcc.  h  evidente  che  i  C,  covarianti  indipendenti 
di  primo  grado  sono  tutti  covarianti  irreducibili,  giacché  se  uno  di  essi  potesse  espri- 
mersi in  funzione  razionale,  intera,  di  altri,  la  relazione  non  potrebbe  essere  che  linea- 
re, ed  in  questo  caso  quel  covariante  non  potrebbe  essere  indipendente,  il  che  abbiamo 
supposto  aver  luogo  per  tutti  i  C,  covarianti.  Quindi  si  avrà  : 

(65)  i.  =  ^V 

Combinando  due  a  due  i  y_  covarianti  irreducibili  di  primo  grado  A_ ,  Y^,  ...  si  otter- 
ranno —  y, (y,  -f-  i)  covarianti  composti  di  secondo  grado  A',  Y'^,  ...  A',  }', ,  . . .  ,  dei 
quali,  in  generale,  alcuni  saranno  indipendenti,  altri  legati  da  relazioni  lineari.  Sia  y.^ 
il  numero  degli  indipendenti,  e  si  abbiano  le  v^  relazioni  lineari  : 

^^  =  /;.  a:  +  k,  Y:  +  /,  A,  r.  +  . . .  =  o , 
B.  =  K^ì^KY:^i.x^Y^-^  ...  =0, 
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SI  avrà  : 

TT.CY,  +  0  =  C-, +  ^, 


ed  evidentemente  : 


Y.  =  C   —  <J. 


dalle  quali  : 

Combinando  tra  loro  tre  a  tre  i  y,  covarianti  irreducibili  di  primo  grado,  si  ottengono 
i  covarianti  composti  del  terzo  grado  A";,   Y\,  X\\\,  ...  in  numero 

e  combinando  i  y^  covarianti  irreducibili  del  primo  grado,  coi  ",  del  secondo  grado, 
si  hanno  i  covarianti  composti  del  terzo  grado  A'^  A', ,  A,  F, ,  A,  F, ,  ...  in  numero 
Ti  V2  '  quindi  il  numero  totale  dei  covarianti  composti  di  terzo  grado  sarà 

-■3 

Fra  questi  covarianti  composti  sussistono  necessariamente  alcune  relazioni  lineari,  le 
quali  sono  conseguenze  delle  A,=^o,  B,  =  o,  ...  ,  cioè  le 

A..l  =  o,         XJ,^  =  o,       ... 

evidentemente  in  numero  y,  ''j  ■>  quindi,  supponendo  che  dei  medesimi  covarianti  com- 
posti un  numero  y-.  sieno  indipendenti  e  si  abbiano  le  v,  nuove  relazioni  lineari: 

^^  =  a,X>  +  /',A:F  +t.F;  +  J,A,X+  ...  =o, 

5;  =  «.X;  +  /^A:F.  +  r,F;+J,A.A,+  ...  =o. 


si  avrà  : 

/-^V,(V.  +  0(7,  +  2)  +  y.y,  =.  a^  +  v^  + 
e 

e  sostituendo 

'13 

Combinando  fra  loro  quattro  a  quattro  :  i  y,  covarianti  irreducibili  del  primo  grado;  i 
y,  covarianti  irreducibili  del  secondo  grado  cogli -^y,(y,  +  i)  covarianti  composti  del 
secondo  grado  ;  i  y,  covarianti  irreducibili  del  secondo  grado  a  due  a  due;  ed  i  y,  co- 
varianti irreducibili  del  primo  grado  ai  y,  covarianti  irreducibili  del  terzo  grado;  si  ha 


(67)  T3  -  ■',  =  C3  -  ^y.(y.  +  i)(y.  +  2)  -  y,(y,  -  vj. 
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il  seguente  numero  di  covarianti  composti  del  quarto  grado  : 

2.3.4  2 

Fra  questi  si  hanno  delle  relazioni  lineari  dipendenti  dalle  v^,  v.  relazioni  lineari   sus- 
sistenti fra  i  covarianti  composti  di  secondo  e  di  terzo  grado;  evidentemente  esse  sono  : 

(68)  X]A^  =  o,     Y:A^  ^  o,     X.  F  ^,  =  0,    ...    X;5,  =  0,     .  .  .  , 

le  Y,v   : 


e  le  Y,v.: 


X,4  =  o,     y,J.  =  0,    ...    X.J5,  =  0,     .  .  .   ., 


Notiamo    che   le  -j^jY,  (ì'i  "I"  0  relazioni  (68)  non  sono  perù  tutte  indipendenti;  in- 
fatti, se  si  indicano  con 

J'  =  o,     ^"=0,     A"'^o,    ...    B'  =  o,     B"—0,     B"'  =  o,     ... 

quelle  equazioni,  si  ha  facilmente  che  l'equazione  identica 

A,B^  —  A,B^  =  o^ 

può   scriversi  : 

/;.iJ'+/c.i.'"+/.j5"'+  ...  —h,_A'-  k^A"  —  I^A'"  —  ...  =0, 

ed  analogamente  per  altre  combinazioni  a  due  a  due  delle  v^  relazioni  ^j=  o,  fi,=  o,  . . .  , 
per  cui  le  relazioni  (68)  si  ridurranno  ad  un  numero 

Quindi  il  numero  delle  relazioni  lineari,  necessariamente  sussistenti  fra  i  covarianti  com- 
posti del  quarto  grado,  sarà  : 

T  ^  T,  (V,  +  0  —  T  ^  (^  —  0  +  T.  ^.  +  T,  ^  . 

ed  indicando  con  y.    il  numero  degli    indipendenti,  e  con  v^  quello    delle    nuove    rela- 
zioni lineari  : 

^.,  =  p,xi  +  v.-^';  Y.  +  >\x:x^  +  s^x:  +  /,x.  .Y3  +  . . .  =  o, 

^,  =  P.^'.-\-  'h^l  Y,  +  '-.•VÌX  +  .,X;  -f  ^X,X  +  .  .  .  =  o, 

J 

si  avranno  le 
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77y:^T.(y.  +  0(7.  +  2)(v.  +  3)  +  ^  T.T.(Y,  +  I)  +  -^  T,(L  +  0  +  V.T3 

=  ^  +  \  +  -^^y,(t,  +  0  -^^(^  -  0  +  v.^  +  T,^, 

o  sosutuendo  : 

(  V.-\=^.-v4^V,(v,+  0(V,  +  2)(v.  +  5)- vV.(T,  +  0(7.  -  "J 

(  -  -  (7.  -  v.)(7.  -  V,  +  I)  -  T,(T,  -  v^). 

Combinando  opportunamente  i  covarianti  irreducibili  dei  yradi  primo,   secondo,   terzo, 
quarto,  si  ottiene  il  seguente  numero  di  covarianti  composti  del  quinto  grado  : 

'        7.(7,  +  0(7,  +  0(7,  +  3)(7,  +  4)  +  :r^7.7.(7,  +  0(7,  +  0 


+  -Y  '!'  T.  (7.  +  0  +  -y  7;  7,  (7.  +  0  +  7.7;  +  7. 7+ . 

fra  i  quali  necessariamente  devono  sussistere  alcune  relazioni  lineari  conseguenze  delle 
^'  ■';.  \  superiori;    cioè  le  —  v^y_(Y_  +  i)(y_  -f  2): 

(70)  YIJ,  =  0,        XlB^  =  o,  .  .  .  X:  Y^A,  =  o,    .  .  .  , 

le7,7a^: 

(71)  X,  a;^,  =  0,   X,  r,^,  =  o,  .  .  .  X. XB,  =  0,   .  .  .  , 

lei^7.(7.  +  0: 

(72)  X:^.  =  o,  YIA.  =  0,  .  .  .  X,  Ì\B.  =  0,     .  .  .  , 

le    7a^  +  7;^  = 

A\^.  =  0,         Y^A.^o,...       X,B.  =  o,    ..., 

X,A^  =  o,         Y.A^  =  o,...       XB^  =  o,    ..., 

e  le  y,  v^  : 

X,^^  =  o,  Y^A^  —  o,...       X,B^  =  o,     .... 

Ma  le  relazioni  (70)  non  sono  tutte  indipendenti,  giacché  le  equazioni  identiche  : 

XX^J.-^.B,)=^o,       r,(^,Z,\ -^,5J  =  o,      ..., 

in  numero  -7, ''^(''^  —  0»    «conducono    evidentemente  a  relazioni    lineari    fra  i  primi 
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membri  delle  equazioni  (70).  Così,  le  relazioni  (71),  (72)  non  sono  tutte  indipendenti, 
giacché  combinando  le  v,  relazioni  :  A^=^  o,  B,^  0,  . ..  colle  v^  :  ^,  =  o,  B,  :=  o,  . . . 
si  ottengono  v^v,  relazioni  lineari  fra  i  primi  membri  delle  (71),  (72).  Quindi  il  nu- 
mero delle  relazioni  lineari  necessariamente  esistenti  fra  i  covarianti  composti  del  quinto 
grado  è  il  seguente  : 


2. 

I 
2 


per  cui,  indicando  con  [/..  il  numero  dei  covarianti  indipendenti,  e  con  v^  quello  delle 
nuove  relazioni  lineari,  si  avrà  : 

,    /,    ,  T, (T,  +  0  •  •  ■  (V,  +  4)  +  ~  'i\ T, (V,  +  I ) (t.  +  2)  +  -^ T, T, (y,  +  i ) 

+  -2-t,t,(t.  +  0  +  Li'.,  +  7,1-4  =  l'-s  +  \  +  2^^t.(t.  +  0(t.  +  2) 


e 

ossia,  sostituendo,  si  avrà  : 


C, -y.; 


Tr 


s 


C-:r^T,(T.  +  0-(T,  +  4)-^J.(T,  +  0(T,  +  2)(T.-vJ 


2.5.4.5 


(73)  \  -^  Y.  (Y,  +  I)  (Y,  -  V,)  -  ^  Y,  (Y.  -  vj  (Y_,  -  V,  +  I) 

(  -(t.-0(t, -^)-t.(t,-\)- 

2.  Dalle  equazioni  (65),  (66),  (67),  (69),  (73),  ponendo  y,  —  ^,  =  «,  ,  si  dedu- 
cono le  seguenti  : 

Cj  =  r^^^.C^i  +  0('-.  +  2)  +  a,a^  -j-  a., 
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le  quali  si  possono  porre  sotto  la  forma 


C,  =  *, , 


2C  =  C.a,4-a,-f  2a^, 

4  C,  =  C.  a,  4-  C,  (:c,  +  2  scj  +  C.  (a,  +  3  a^)  +  a,  -|-  2  7.^  +  4  a^ , 

5  C^  =  C^^,  +  C(a.  +  2  aj+  L\(a,  +  3  :c^)+  C.(a.  +  2  a^  +  4  x^)  +  a,  +  ja^. 

Ora,  osservando  che,  posto 


si  hanno  le 


^z  =  —  (''•.   +   2O. 

^i  =  — (^  +  3 ''•,), 

^4  =  -  (''•.  +  2  a,  -I-  4  a^)  , 

^s  =  -  C'^,  +  5  ^)  , 

^6  =  —  (''•■  +  2  X,  +  3  a.  +  6  zj , 

j 

le  equazioni  superiori  si  ridurranno  alle 

2  C,  4- CV,  +  5,  =  0, 
5m-C^-,  +  C,5,4-5.  =  o, 


Dal  confronto  di  queste  ultime  equazioni  colle  (éi),  rammentando  quanto  si  è  dimo- 
strato al  n°  4  del  Gap.  Y,  si  concepirà  facilmente  la  sussistenza  dell'equazione  : 


e,  ponendo  per  a^ ,  a^,  ...  i  loro  valori,  si  avrà: 

BRioscHi,  tomo  I. 
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('^)     (i--vy-(i-^TO-^0^^---    _  j    ,    e  V  -1-  e  v^  4-  e  X-'  -^ 
C/4)     (i  _  ;,.y,(i  _.v=)T.(j_.^.;)T5  ...    —1+  <-.-^+  ^^-^   +  ^;^   +  •••, 

la  quale  stabilisce  una  sint;olare  relazione  (una  delle  più  belle  scoperte  del  sig.  Caylev) 
fra  i  numeri  dei  covarianti  indipendenti,  dei  covarianti  irreducibili,  e  delle  relazioni 
lineari  fra  i  covarianti  composti. 

3.  Il  numero  Q  essendo  quello  di  tutti  i  covarianti  indipendenti  di  grado  r,  per 
quanto  si  è  dimostrato  al  Gap.  R',  n°  6,  sarà  eguale  a  Qi^nr,  r,  iì\  allorquando  si 
considerino  i  soli  invarianti  di  grado  r,  a  P(—nr,r,  11  j  quando  essendo  nr  pari  si  consi- 
dera il  numero  totale  degli  invarianti  e  dei  covarianti  di  grado  r,  ed  a  Py^  ()ir — i),  r,  «1 
quando  essendo  n  r  dispari  si  considera  il  numero  totale  dei  covarianti  di  grado  r.  Ora, 
essendo  (Gap.  IV,  n"  5)  : 


Q  (4  "  '')  '■,  ")  =  coefficiente  di  .\"  in 


r(.v)  ' 


ponendo  questa  frazione  sotto  la  forma  del  primo  membro  della  (74)  si  otterranno 
ad  un  tratto,  e  il  numero  degli  invarianti  irreducibili,  e  quello  delle  relazioni  lineari 
fra  gli  invarianti  composti.  Analogamente  dicasi  per  le  altre  due  espressioni  : 

P{^nr,  r,  n)  ,         P[|(;;r  — i),  r,  h]  . 

Gonsiderando  la  Tabella  A  del  Gap.  V ,  ramuientando  essjre  Q  (^  n  r,  r,  11)  il  nu- 
mero degli  invarianti  indipendenti  di  grado  r  della  forma  di  grado  n,  ed  anche  il  nu- 
mero degli  invarianti  indipendenti  di  grado  n  della  forma  di  grado  r,  si  avrà  che  per 
la  forma  quadratica  il  numero  degh  invarianti  indipendenti  di  grado  «  è  eguale  al  coef- 
ficiente di  .v"  in 

e  quindi  per  la  (74)  la  forma  quadratica  lia  un  invariante  irreducibile  del  secondo 
grado,  cioè  il  discriminante.  Gosi,  essendo 


la  forma  cubica  ha  un  invariante  irreducibile  del  quarto  grado  (il  discriminante). 

Le  espressioni  ^(4),  -^(5),  -^(6)  dimostrano  che  la  forma  biquadratica  ha  due 
invarianti  irreducibili,  l'uno  di  secondo,  l'altro  di  terzo  grado;  che  la  forma  di  quinto 
grado  ha  quattro   invarianti   irreducibili  dei  gradi  4,  8,  12,  18,  legati  fra  loro  da  una 
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equazione  del  36°  grado;  e  che  la  forma  del  sesto  grado  ha  cinque  invarianti  dei  gradi 

2,  4,  6,  IO,  15  legati  da  una  equazione  del  30°  grado. 

Il  numeratore  di  ^(7),  nel    quale  si  ponga  x  in    luogo  di  .v',  confrontato  colla 

espressione 

i  +  C,.v  +  C.v=-f  ...+C,.v'^ 
da 

C,  =  0,     C,  =  o,     C.  =  -  I ,     C   =  2  ,     C.  =  —  I,     ...     C„  ==  I  ; 
quindi  dalle  formole  (61),  Gap.  V,  si  avranno  le 

^,=0,     :>-,  =  0,     s.  =  s,     5^  =  —  8,     i;  =  5>     ^'6  =  — 27,     i,  =  — 28, 

5,  =  —  24,     i^  =  —  78,     ecc., 
per  le  quali: 

"■°''^(tÌ-)-''°'^(hs-)'---- 

ed  il  numeratore  di  A(^'j)  eguaglierà  la  frazione 

(i-.,')(i  -  .x-'°)(i  -  .r°)(i  -  ,v-0-°(i  -  -v"r(i  -  -v'T  ••• 
(i  —  .v«y  (i  -  .v'^)'(i  -  -v'^y  (i  -  x"yii  -  x'y  (i  —  .v")    .  .  .   ' 

nella  quale  il  numero  dei  fattori  del  numeratore  e  del  denominatore  è  infinito.  Si  avrà 
in  conseiiuenza  : 


^(7)= 


\i-x%i-xy(i-x'yii-x'*)Xi-x'')Xi--^'')Xi--x'%i-x'j°' . 


cioè:  il  numero  degli  invarianti  irreducibili  per  la  forma  di  settimo  grado  è  infinito.  Essi 

saranno  uno  del  quarto,  tre  dell'ottavo,  sei  del  dodicesimo,  ecc. 

4.  Abbiamo  dimostrato  al  n°  6  del  Gap.  precedente  che  pel  caso  di  «r  pari  il 
numero  totale  dei  covarianti  e  degli  invarianti  di  grado  r  della  forma  dell'ennesimo 
grado  è  P(^nr,  r,  n);  e  nel  caso  di  nr  dispari  il  numero  totale  dei  covarianti  digrado  r 
è  P[^Cnr  —  I ) ,  r ,  «1 .  Ora,  supponendo  n  dispari,  n r  sarà  pari  o  dispari,  secondo 
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che  r  sarà  pari  o  dispari;    quindi    per    una    forma  di   grado   dispari  il  numero    totale 
desìi  invarianti  e  dei  covarianti  irreducibili  verrà  dato  dalla  formola 

P{-^ur,  r,  „)  +  p[|(„r-i),  r,  „]. 

Dalle  Tabelle  N,  P  avremo  che  quel  numero  pel  caso  di  n  pari  sarà  dato  dalla  formola 

P  (~  il  r,  r,  h)  ==  coefficiente  di  x'  in  A'  (h)  , 

e  pel  caso  di  11  dispari  dalla 

P{-^!ir,  r,  n)  +  P[-{0"'  —  0'  ''.  "]  =  coefficiente  di  x'  in  A^'O  +  P('0- 
Dalla 

N(2) 


(i-v)(i-xO 


deduciamo  che  :  le  forme  quadratiche  hanno  due  covarianti  irreducibili,  l'uno  di  primo 
orado,  l'altro  di  secondo  grado;  il  primo  è  la  forma  stessa,  il  secondo  il  discriminante. 

La 

I  +  -V  ^  X  I  —  X 

AX3)  +  P(3)  =  (i  _  ,v^)^(i  _  .V')  +  (i  -  xj  ^  (i  -  .v)(i  -  x'Xi  -  x%i  -  X*) 

dimostra  che  :  le  forme  cubiche  hanno  quattro  covarianti  irreducibili  dei  gradi  primo,  se- 
condo, tcrT^o  e  quarto,  legati  fra  loro  da  una  equa:fone  del  sesto  grado.  Il  covariante  del 
quarto  grado  è  il  discriminante.  Cosi,  dalla 


N(4)  = 


I  -  x' 


{i-x){i-xy{i-xy 


si  ha  che:  la  forma  del  quarto  grado  ha  cinque  covarianti  irreducibili  legati  da  una  equa- 
:fone  del  sesto  grado.  Così,  per  quanto  si  è  dimostrato  al  n°  precedente,  la  forma  biqua- 
dratica ha  tre  covarianti  irreducibiU  dei  gradi  1°,  2°,  f  e  due  invarianti  irreducibili  dei 
gradi  2°,  3°. 

Il  numeratore  della  K{^')  -\-  P(5)  posto  a  confronto  colla  espressione 

i_|_C,.v+Q.r+  ...  +C.,.v-" 
dà  luogo  alle 

^,  =  I .     <-\  =  I ,     C.  =  4,     C^  =  6,     Cj  =  8,    ...     C^^  —  i, 

per  le  quali  : 
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Si  avrà  quindi  : 

^Y.^,p..^     (i-/Xi-,v)'(i-vy(i-.vO(i-x-0-^(l-yr  •  •  • 

ed  essendo  infinito  il  numero  dei  tattori  nel  numeratore  e  nel  denominatore  di  questa 
frazione,  sarà  infinito  il  ninnerò  dei  covarianti  irreducibili  di  una  forma  del  quinto  grado. 
Essi  sono:  uno  del  primo  grado,  due  del  secondo,  tre  del  terzo,  tre  del  quarto  (com- 
preso l'invariante),  due  del  quinto,  ecc. 


CAP.  VII.  —  Delle  forme  quadratiche,  cubiche,   biquadratichi 


I.  Abbiamo  dimostrato  al  Gap.  I,  n°  2,  che    l'Hessiano  di  una  forma  qualunque 
è  un  covariante  della  medesima.  Considerando  la  forma 


«  =  ('Zo.  '^•.  •••  0(-s  y)", 


si  avrà  quindi  che  l'Hessiano 


/;  =  ^ 


d' u  d^ u 


dx'       dxdy 
dxdy        dy' 


=  ('^o«a-'0-^-""-^'+- 


è  un  covariante  di  secondo  grado  e  dell'ordine  2  (h  —  2)  della  forma  u.  Un  secondo 
covariante  di  u  si  ha  dall'espressione  (Gap.  I,  if  3)  : 


0  = 


d  u     dii 
dx     dy 


"(«—2)    $h_     db 
I   dx     dy 


=  {">,  —  3  «o'^.^.  +  2<)-v""  ''+  • .  •  ; 


esso  sarà  del  terzo  grado  e  dell'ordine  3  {11  —  2). 
Ponendo 

u{xx-\^Y,  )-^+iri?^)=("-  "■'  "-  ■••  ""^^'^'  ^"''^ 

si  avrà  per  quanto  si  è  dimostrato  al  11°  3  del  Gap.  II  che 

u'  h  =  «„  M^  —  u\ ,         ti'f)  —  ulu,  —  3  if„  M,  M,  4-  2  u]  ; 
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ossia,  essendo  ii^  =  u,  u^  =  o,  si  avranno  le 

II,  ^:^  u  h ,         «    =  r/  0 . 

2.  Una  forma  quadratica  ha  un  covariante  di  primo    grado  (la  forma  stessa)  ed 
un  invariante  del  secondo  grado  (l'Hessiano  od  il  discriminante);  ossia: 

«  =  O'o .  '^  .  "2)  (•^■.  yy  >         h  =  ìi  =  a^a^  —  a]. 

Una  forma  cubica  ha  tre  covarianti  irreducibili  dei  gradi  primo,  secondo  e  terzo, 
ed  un  invariante  di  quarto  grado  (il  discriminante).  Essi  sono  (n"  i): 

essendo 

fa.    =  —  a  j,/7.  +  2  ^"^7    —  ^.  ^\ 
2  0        -,         1  1         ,  12' 

a    =  —  a  a^  -\-  X  d,  it  a    —  2  al, 
ed  il  discriminante: 

S  :=  ir  (7^  +  4  a  tV  -\-  All''  a   —  6  a  a  a,  a   —  :?  a'  cr . 

Indicando  con  u^  =  /(,  /(,  =  o,  ;/, ,  ;/,  i  covarianti  associati  al    covariante  //,  si  otter- 
ranno come  nel  n°  i   le 

II,  ^  uh ,         II,  z=  hH  -, 
inoltre  si  avrà: 

u'<)  =  n  II'  -\-  :[  ul . 

Eliminando  da  queste  tre  equazioni  le  //,,  a,,  si  otterrà  l'equazione  del  sesto  grado,  la 
quale,  come  si  è  dimostrato  nel  Gap.  precedente,  lega  fia  loro  le  funzioni  u,  h,  G,  S. 
Essa  risulta  : 
(76)  4  fc"' —  //^ì  =  —  0\ 

Una  forma  biquadratica  ha  tre  covarianti    irreducibili  dei  gradi  primo,  secondo  e 
terzo,  e  due  invarianti  irreducibili  dei  gradi  secondo  e  terzo. 
Dal  n"   I    si  hanno  i  covarianti  : 


(75) 
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«  =  0^0.  ^.y  a,,  a.,  u^)(x,  yY, 

'>  =  (='■0.    ='-..    ='..    ^>    \,    ^'i,    \)i-^,  )■)", 


posto  : 


a^  =  —  (/;«,  +  5'^,'^'',  —  2^z|, 

(77)  (    6a.  =  -  a;a„  -  2</^i/,</,  +  9","I  -  6a;fl,, 

3  ='-.  =  «o"."4  —  3'2o'^'^  +  2nìa., 
3^  =  — ''4'^;'^o+  3  "4''.'^.  —  2a:a^, 


2  7.=  irrt   —  a^a. . 
5  '4  o    ; 


Indicando    con  s,  t  gli    invarianti    quadratico  e  cubico    della    forma  »,   si    hanno 
(Gap.  m,  n-  2,  4): 


s  ^  a 


o'^,-  4a.«;+   3<: 


ì  ^=  a  a,  a   -\-  2  a,a,a.  —  aa"" 

024I  12;  '^5 


a,  a. 


7'- 


quindi,  per  la  teoria  dei  covarianti  associati  : 

«■* s  =^  Il  II   -\-  ^  ni,         u''  t  =:  Il  II,  u   —  Il  n^  —  II' . 

Eliminando  da  queste  due  equazioni  e  dalle  due  11^  =  uh,  11,  =:  u')  le  h, ,  «,,  u  si 
ottiene  la  relazione  del  sesto  grado  fra  le  /(,  /;,  0,  5,  /,  della  quale  si  è  mostrata  l'esi- 
stenza nel  Gap.  precedente.  Essa  è  la 

(78)  4  /;'  —  i  ir  /;  _j-  i  »'  =  —  0' . 

3.  Essendo  11  una  forma  cubica,  0  il  suo  covariante  del  terzo  grado  e  terzo  or- 
dine, considero  la  funzione  U  ^^  aii  -\-  bH.  Sia  H  l'Hessiano  della  medesima,  tì  e  A 
il  covariante  del  terz'ordine  ed  il  discriminante  di  U.  H  sarà  evidentemente  del  se- 
condo ordine,  mentre  tì  è  del  terzo;  essi  saranno  quindi  della  forma  : 

H  =  ';h,         e  =  a;, -{-[iO, 

nelle  quali  y,  a,  'ji  sono  funzioni  di  a,  Z'  e  dei    coefficienti  della  forma  «.  Inoltre,  os- 
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servando  che  (11°  2) 


8  =  - 


8^        d'h 
dx'       dxd  y 


dxdy       dy^ 

si  avrà  A  =  y^  S.  Ora  fra  i  covarianti  U,  H,  0  ed  il  discriminante  A  si  ha,  analoga- 
mente alla  (76),  la  relazione: 

4//'  -  U^A  =  —  (-)% 

la  quale  per  la  sostituzione  dei  valori  superiori  riducesi  alla 

4  y'  h'  -(au  +  b  oy  r  ^  =  -  (a  11  -\-f^f)y, 


e  per  la  (76)  : 


Y(u'^  —  0=)  —  y'S(«"  +  bby  =  —  (aK  +  [ioy. 


inoltre  si  hanno: 
quindi: 


Considerando  questa  equazione  come  identica,  dal   confronto  dei  coefEcienti  delle  ana- 
loghe potenze  e  prodotti  di  //,  0  si  deducono  : 

dalle  quali,  eliminando  le  a,  |i,  ottiensi: 

Y  =  fl^  — S/-=; 

Supponiamo  a  ^  0,  b  =:  ì,  ossia 

t/  =  0  =  (a^,  a,  ,  a^,  a.)(v,   y)' , 
nella  quale  le  a  ,  a^,  a^,  a,   hanno  i  valori  (75).  Ora  dalle 

si  hanno  le  singolari  relazioni: 

a,  a.  —  a;  =  —  8  Oz,  ,z,  —  a^ , 
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—  ^'o^'.^  +  saìa.  _a;a,  =  —  a^^\ 

Sia  u  una  forma  biquadratica,  /;  il  suo  Hessiano.  La  funzione  del  quarto  ordine 
U  =  au-j-bh,  nella  quale  a,  b  sono  due  indeterminate,  avrà  evidentemente  il  proprio 
Hessiano  della  forma  H^7.ii-{-'pb.  Quindi,  ponendo 

dU     dJJ 
,       dx      d  y 

,   dx      dy 


SI  avrà 


Ora,  indicando  con  5,   T  gli  invarianti  quadratico  e  cubico  di  U,  si  avrà  analogamente 
alla  (78)  : 

4H'  —  SU'H-{-  TU'  =  —  e\ 
ossia 

4  H>  —  S  U' H -^  T  U''  ^  —  (a'^  —  b a)^ 6^ , 

o,  per  la  (78)  medesima, 

4H'  —  SWH-{-  TU'  =  U'p  —  b7Ly(4h>  —  su'h-^iir). 

Ma  dalle   U  =^  au  -{-bh ,  H  =  y.u  -{-  'ph  si  deducono  le 


n  =^ 


^U—bH 


/;  = 


aH  —xU 

a'^  —  bx   ' 


a'p  —  bx 

quindi  sostituendo  si  otterrà  l'equazione  : 

(,j  K  _ /,  a)  (4 //' —  5 1/^ // -f  r  U') 

=  4{aH  —  xUy  -  s(^^  U  —  bH)\aH~  xU)  +  tQ^U  —  bH)' ; 
dalla  quale,  posto 
deduconsi  le  relazioni  : 


o  {il,  b)  =  411'  —  5  a  /'"  —  ìb' , 


BRiosCHi,   tomo  I. 
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5  =  -4 


cp  (rt,  /;) 
Le  prime  due  danno  evidentemente  : 


da        +^'        dii 


>(«,  /o 


I    ócp 
Tzdb' 


I    5  9 
12  5a 


Inoltre,  osservando  clie  dalla  forma  cubica  9  (<;,  /')  si  ha  : 

nella  quale  9   >?,>?,>?-    sono  covarianti  associati  al  covariante  cp,  e  quindi  (n°  2), 
indicando  con  /;,  ,  0_  i  covarianti  del  secondo  e  terzo  ordine  della  forma  stessa,  sono 

?c  =  ?.  ?,    =0.  'fa   =?'•'..  ?i=?^,  > 

pei  valori  di  a,  [i  si  avranno  le 

.      .      ,s  £>  16  /    doU,  fi)    ,    ,39(5-.,  fi)\ 

9,  =  649(a,  '^)  =  96,  ,  9,  =  y  ("^^^  +  ^'-^%H)  =  ^^^.  ' 

ed  in  conseguenza  : 

ossia,  formando  i  valori  di  /;,  ,  0^  , 

r  =  ,..=  +  -i  5-\r/.  -\-  ~  stulr  +  -1^(54  /^  -  5')/''  . 
4.  Il  covariante  0  del  n°  i   è  eguale  a 


0  = 


«("  —  2);' 


d  II        d  u 

dJi       d_b 
d.\        dy 


ossia,  aggiungendo  agli  elementi  dell'ultima  colonna  quelli  della  prima  moltiplicati  per  x: 
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6  = 


nu 


dx 

^'^        r 


e,  ponendo  in  questa  equazione  y  ^i, 

Q  ^ I  »"-'    d_  (    h'    \ 

h(«  —  2)   "//'-'    dx\ir^"-''>) 

_0__ LUÌ  A(  ^\. 

ti  3    Ir  dx  \  ir  /' 

ma  per  la  (76),  nella  quale  pongasi  y  ^  i, 


Sia  H  =  3  ;  si  avrà 


=  1/  5-4-y, 


quindi 


d  {  h>\  Ir    .  A  /;' 


o,  ponendo  ;^  =;  — , ,  si  avrà  : 


J  l^      V  ì^- 


^■l'S-4 


Se  n  =  4,  si  ha  : 


_e_ L  _^  A  l!L\  — L  A  IJl\ 

u'  ~         8    /;'  dx  yli")  "         2   dx\u  )' 
ma,  ponendo  nella  (78)  y  =^i,  si  ha: 


n  [/      Il 


b        ,  h>. 

t  —  4—; 


quindi,  facendo  -  ^ ,  si  otterrà 


,ru^=VA<'-sx-,, 


9 

C—  —  L  C ^ 


i-t 
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5.  Ponendo  .v  =  i,  j  :=  o  nella  equazione  (76)  o  nella 

fi'  —  ,i'^  =  —  4Ìr, 
si  ha 

««3  —  3  a^a^a^  +  2a]y  —  ifj  =  —  40z„fl,  —  a;)'. 

Sieno  ;;,, ,  :i^  le  radici  della  equazione 

(79)  -=  —  S  =  O  ; 

essendo 

\"  —  '^  ^  (\  —  \,)  (\       ^ J  > 
si  avrà 

'='0  —  <^  =  K  —  «o^,)(''-o  —  ''oO; 
quindi,  se  a^  =1  «^  «.  —  3  ^o  '''i  ".  +  -"]'  ^^^^ 

K  —  "oxJC'-o  -  "„^.)  =  —  4("o'^  —  '^D'- 
Ora,   indicando   con   x, ,   x^,   x^    le  radici   della    equazione  cubica  11  (x,  i)  :=  o,  si  ha 
facilmente  : 

^,  +  ^^  +  ^;  —  ^.^,  —  ^i^,  —  ^.  ^.  =  —  -T  K'^.  —  0> 

'  o 

ossia,  se  rappresentasi  con  o>  una  radice  immaginaria  cubica  dell'unità, 

o 

dunque  sostituendo  : 


la  quale  è  soddisfatta  supponendo 


^'.  +  "-^■.  +  '-'•^■5  =  -J-  ]/-^K  —  '^o^,)> 


^,  +  '•^'•^■.  +  "-^'i  ==  7-  ]/  -^(''•o  -  ''o^J. 


ed  aggiungendo  a  queste  la 


-^•■  +  -v.  +  '^  =  --^fl,. 
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si  dedurranno  per  le  a,  ,  a,  ,  a.  i  seguenti  valori  : 

La  equazione  (79)  è  quindi  una  risolvente  dell'equazione  del  terzo  grado.  Analo- 
gamente, ponendo  a  ^  i,  r  =  0  nella  equazione  (78),  si  ha: 

40'o«.  —  "!)'  —  ^""oC'^o''.  —  0  +  '«o  =  —  <■ 

Sieno  ;;;_ ,  ;;^, ,  :;;,  le  radici  della  equazione 

(80)  ■  41'  -  si-\-l^o; 

essendo 

si  avrà 

40^o«.  —  "D'  -  ^<(}>o'h  -  '^D  +  '< 

=  4G'o«.  —  <  -  ''o^,)0'o".  —  <  -  ".0("o«.  —  "!  —  «o=C;), 

ed  in  conseguenza  : 

4kv  -  i^o'h  -  <)]k^.  -  (''o''.  —  ''DlK^i  —  ('^o'^.  —  <)]  =  "-o- 

Ora,  indicando  con  a,  ,  a,  ,  a.  ,  a^  le  radici  dell'equazione  biquadratica  /(  (a,  i  )  =  o,  si 
ha  facilmente  : 

(•V3  +  -V,   -  -V,   -  -V.)  (a-,  +  A^  -  A,   -  A^)(a,  +    A^   -  A,  -  aJ  =  "g   =^c  ; 

quindi  sostituendo  si  otterrà  la  relazione  : 


1' «0^. -O'o^.-«D  i^^o^.-K  «.-«:)  1  '^0^3  -  ('^o'^.  -  0 


=  ^(a^  +  A^  -  A,   -  aJ(a,  +  A^  -  a,   -  A^)(a,  +  a,  -  a,   -  aJ, 
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la  quale  è  soddisfatta  ponendo 


^'.  +  \  -  -^'i    -  ^'j  =  4"  ^  '^o  ^.  —  (''o'Z.  —  <), 


0 

Queste  equazioni  colia 

,  o 

sono  sufficienti  a  determinare  i  valori  di  x^ ,  x^ ,  x, ,  x    in  funzione  delle  z.,,  \, ,  \. 
La  equazione  (80)  è  quindi  una  risolvente  della  equazione  del  quarto  grado. 

[G.J. 
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